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Resumo: Nesta secgao do Jornal das Primeiras Matemdticas apresentam-se
regularmente alguns problemas de matemdtica de livros escolares portugueses do
passado.
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elementar.

Preambulo

Os problemas escolares utilizados no ensino da Matematica, em particular no
ensino elementar, tém sofrido algumas alteracoes ao longo dos tempos. Muitas
vezes a diferenca nao estd nos conteudos — pois as matérias bésicas como a
aritmética e a geometria, de grosso modo, mantém-se as mesmas — mas sim na
forma e no contexto com que estes problemas sao apresentados.

Nesta seccao do Jornal das Primeiras Matemadticas apresentaremos regularmente
alguns problemas de matematica que foram publicados em livros escolares
portugueses do passado. Contaremos com a colaboracao dos nossos leitores, que
poderao fazer-nos chegar cépias de problemas antigos que considerem
interessantes através do e-mail hbmpinto1981@Qgmail.com.
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Compéndio de Algebra (1.2 tomo, 6.2 ano)

Neste ntimero apresentamos o “Compéndio de Algebra” (Figura ), 1.2 tomo,
6.2 ano, da autoria do Professor Sebastiao e Silva (Catedratico da Faculdade
de Ciéncias de Lisboa) e do Professor Silva Paulo (Professor Efetivo do Liceu
Nacional de Oeiras), publicado pela Livraria Cruz de Braga. Note-se que este
livro foi aprovado em 1968 como livro tnico (o exemplar aqui apresentado estd
carimbado e apresenta o nimero 20183).

- Aprovado oficialmente como livro fnico
(Didrio do Governo n.* 110, 2. Série, de 8 de Maio de 1068)

Figura 1: Capa e Contracapa de [I].

Este livro foi publicado em 1968 e destinava-se ao antigo 6.2 ano de escolaridade
do ensino liceal (atual 10.° ano). Este compéndio abarca uma grande variedade
de temas de Algebra (Figura , apresentando varias partes de texto cuja
leitura nao era “obrigatdria, mas recomendével, especialmente aos alunos mais
interessados” (Figura|3). No Prefacio fala-se ainda no “minimo razoével a exigir
a todos [os alunos]” (um pouco & imagem das atuais aprendizagens essenciais
atuais. ..) e que, depois disso, “héd que pensar nos casos de excep¢ao constituidos
pelos bons alunos”. Saliente-se ainda a autonomia dada aos professores: “cabe
ao bom senso do professor graduar as dificuldades e regular o ensino segundo o
nivel que a experiéncia aconselhar”.

As partes de texto ndo obrigatérias eram apresentadas com um tamanho de letra
menor, apresentando, muitas vezes, enunciados de exercicios mais complexos,
demonstracoes matematicas, bem como extensas notas histéricas. Nas imagens
que se seguem iremos reproduzir a maioria dessas notas histéricas, uma vez
que a sua extensdo e profundidade de contetidos ndo era usual em manuais
escolares desta natureza (por exemplo, sdo apresentados detalhadamente, os
famosos paradoxos de Zenao, Figura .
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PREFACIO

Com o presente livro procuram os autores condribuir, na
justa medida, para @ melhoria do ensino liceal da matemdtica no
nosso Pais, admitindo, como norma, que o livro ndo pode substi-
tuir o ensino oral, mas pode ¢ deve servir de apoio ¢ complenento
as ligdes do professor. A acgdo deste, embora mais viva ¢
directa, ¢, por isso mesmo, mais sujeita ao desgaste e as res-

trigoes do tempo. O escl 17 ioso de certas
bem como a insergio das matérias no quadro duma cultura geral,
ize 0 ab i inerente & dlica

que tempere ¢ h
P ds -plici-la como P histérico — tudo isso €
empresa considerdvel, que 86 num livro pode ser tenlada.

E também de admitir que o ensino nio deva ser igual para
todos 03 alunos, mas antes adaptado, em certa medida, ds apti-
does particulares de cada um. Assim, pois, uma vez estabelecido
claramente o minimo razodvel a exigir a todos, hd que pensar
nos casos de excepgio — tanto mais preciosos quanto mais
raros — constituidos pelos bons alunos. A eles se dirige grande
parte do que, neste livro, vai impresso em tipo menor, bem como
alguns exercicios mais dificeis. Em particular, o Capitulo I tem
por objectivo principal rever e sistematizar noges adquiridas
em anos anteriores; para a maioria dos alunos, bastard entio
ficar a ter um conhecimento nitido das propriedades operatérias
que sio vdlidas nos diversos campos numéricos e da crise que
conduz ao alargamento de cada um deles; 36 no § 3 € introduzida
matéria essencialmente nova, & qual convém dedicar atengio
especial.

De resto, cabe ao bom senso do professor graduar as difi-
culdades ¢ regular o ensino segundo o nivel que a experiéncia
aconselhar.

ADVERTENCIA

Sao facultativos todos os assuntos tedricos e exercicios que,
neste livro, viio marcados com asterisco, Todas as restantes
partes do texto impressas ¢m conpo menor tém funcio mera-
mente esclarecedora; a sua leitura niio & portanto, obrigatéria,
mas recomendivel, especialmente aos alunos mais interessados.

No final do Capituly I é apresentado um resumo, que indica
a matéria minima desse Capitulo exigivel aos alunos, O resuno
poderd mesmo substituir o texto inicial, excepto em alguns
pormenores que sio aponiados mo préprio resump, com @ indi-
cagio dos nimeros do texto onde se encontram desenvolvides.

Figura 3: Prefdcio e Adverténcia de [1], pp. 5-6.
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Capitulo I. Evolugdo do conceito de nimero

{ Do nimero notural 8o nimero real |

A nogdo de miimero desempenha um papel fundamenlal na civiliza¢do
moderna, Ndo geria possivel construir um navio, um automével, um avido,
uma ponte, um edificio ou mesmo objectos vdrios de uso comum; ndo seriam
possiveis viagens maritimas o aéreas, instalagies de electricidade, telégrafo
ou telefones, produgies industriais ou melhoramentos agricolas, ete., ele. —
sem efectuar confagens, medicdes ¢ edleulos, por vezes longos e complicadis-
simos. Todo o movimento ceondmico de uma nagdo, até nos minimos porme-
nores, é traduzido e regulado por meio de nimeros. A nossa velie encontro-
maog o mais variados instrumentos de medi¢do, pelos quais a nosza vida ¢
pautada: o reldgio, a fita métrica, a balanca, o contador da dgua, do gds
o da electricidade, ete., ete,

Az ciénciags mais avangadaz sdo precisamente aquelags que mais empre-
gam a linguagem dos mimeros, De resto, @ matemdlica estd a tornar-ze
cada ve: mais necessdria em todas as ciénciaz de matureza, puras ¢ apli-
cadas (desde a fisica & biologia), bem como nas ciéneias sociais (ecomomia,
finangas, ete.). Alé nma psicologia tem sgide utilizada com éxito,

Mas o conceito de miimero, tal como hoje se apresemla, € apenas
fase de uma evolugdo que tem durado milénioa. Entre a atitude mental do
pastor, que amontoa seizos para saber quantas ovelhas tem no rebanho, ¢
a do matemdtico, que demonstra a irracionalidade do niékmero =, medeiam
muitos séculos 'de histéria. Vamos aqui recordar como o cemceito de
nimero aparece ¢ € sweessivamente alargado, para corresponder ds necesgi-
dades da ciéncia pura e da (éenica,

§ 1. NOMEROS NATURAIS
(1.2 forma do conceilo de ntimero)

1. Namero de elementos de um conjunto. — No contacto
com a natureza, o homem é levado a considerar varios conjuntos
de seres materiais: conjuntos de drvores, conjuntos de ovethas,

Figura 4: [1], p. 7.
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Em vez de tomar para unidade um comprimento U posi-
tivo, poderia tomar-se um comprimento negativo: isso equi-
valeria a mudar a orientacio da recta,

Chama-se referencial, numa recta orientada, o sisbema
constituido por um ponto O, tomado como origem, e por um
comprimento U ndo nulo, tomado como unidade. E claro que,
mudando o referencial, muda geralmente a abcissa dum ponto.

O que acaba de ser dito para pontos duma recta aplica
mulatis mutandis, a instantes, a temperaturas, etc, (ver exe
cios 4 a 7).

5. Grandezas comensuriveis e grandezas incomensurdveis ('). —
Costuma dizer-se que uma grandeza A & comensurdvel com outra gran-
deza U da meema espécle (nfo nula), ge o medida de A em relagio
a U & um nimero racional; caso contrério, diz-se que A ¢ incomensu-
rivel com U,

Etimoldgicamente, ¢incomensurdvel com Us significa ¢«que nio se
pode modir com Us, A razio histérica da escolha deste termo encontra-se
no facto de niio se ter admitido iniclalmente a existéneia dos nGmeros
irracionais, que depois também foram chamados enimeros inexprimiveiss,
entimeros surdoss, eote, (ver Nora Histérica no final do capftuio).

Por exemplo, ma figura junta
o3 dois comprimentos A o U
representados por segmentos de A
recta sfio comensurdvels enfre si,
visto que a maziio A/U § o ni- B
mero racional 5/3 que também
se pode representar por 10/6, por 20/12, ete, ou mesmo pela dizima infi-
nita periédica 1, (6):

A 5 10
Ak Rt 1,66...6...

Na prdtica, as medidas das grandezas sdo sempre aprozimadas, ¢ nem
sequer faz sentido falar de «medida exactas duma grandeza. Nestas con-

() A leitura deste nimero tem especial interesse para a culura
#eral do aluno. O assunto aqui tratado liga-se direclamente ao da NoTa
HIST6RICA, cuja leitura ¢ igualmente recomendivel, por idénticas razdes.

Figura 5: [1], p. 67.
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68 COoMPENDIO DE ALGEBRA — 6.* ANO

dicdez, 08 niimeros irraclonals nio chegam a ser priticamente necessirios:
peria imsensato dizer, por exemplo, que a medida da massa deste dvro
em gromas ¢ um niimero irracional (afirmagio que nio ¢ verdadeira nem
falza, mas apenas destituida de sentido).

B dmicamente em assuntos teéricos, por exemplo em geometria, que

aomoz levados a admilir a eristéncia dos mémeros irracionaie [para poder
demonatrar com rvigor e comodidads wvdrios teoremas
importantes. A auséncia do comceito de witmero irra-
cional daria entdo origem a enormez dificuldades.
d ) Assim, em geomelria euclidiana, a diagonal dum
quadrado é incomensurdvel com o lado do mesmo. Com
efelto, s¢ representarmos por d a medida da diagomal,
tomando para unidade o Jado, tem-se, segundo o
TEOREMA DE PITAGORAS:

"4 1"=d donde d=y2
e j& sabemos que 2 é um nimero irracional. Foi este mesmo o primeiro
cazo que go conheceu de grandezas éncomensurdveis (ver NoTa HISTORICA).
Andlogamente, a medida do comprimento duma cireunferéncia qual-
quer, tomando para unidade o difimetro, é o nimero irracional «, que estd
caleulado com mais de 10000 decimmie, Indicamo-lo a seguir com 50
decimaiz:

% == 3,14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 51001 69399 32610

NoTA — Na pritica nio seri nevcessario, geralmente, utilizar mais
do 4 algarismos decimais de = Com 16 decimais, obtém-se, 2 menos da
ospessura dum cabelo, o comprimento duma circunferéncia de rajo fgual
i distineia média da Terra ao Soll

Segundo parece, o que levava inicialmente os caleuladores a deter-
minar muitos algarianos decimais de ® cra a esperanga de encontrar um
perfodo e, portanto, ume expressio exacta, fracciondria, daguele nimero.
Mas osta esperanga desvaneceu-se, depois que, em 1770, o suigo J. H.
LAMBERT demonstrou que = é um nimero frracional.

0 cideulo de = com 10 000 decimais foi feito em 1950 na Universidade
de Harvard (Estados Unidos), usando a potentissima méquina electronica
de calcular ENIAC, que esteve ao strvigo daquela Universidade, para o
cfileulo de = o Do outras constantes necessiriag em questdes tedricas e
priticas da matemitica. Antes disso, o nitmero = estava calculado com
707 decimais, e depois disso jai foi calculado com maior nimero de
decimais.

Figura 6: [1], p. 68.
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NOTA HISTORICA

<... admitiram [os pitagbricos] que os prin-
cipios dos nimeros sio 0s elementos de todos os
seres e que o Céu inteiro ¢ harmonia e nimero.»

ARISTOTELES

«Diz-s¢ que as pessoas que primeiro dival-
garam os nimeros irracionals pereceram todss
rum naufrigio; porque o inexprimivel, o informe,
deve gor mantido absolutamente secreto.»

ProcLO ()

A principio, as nogies matemdticas tinham apenas fim utilitdrio.
Assim, a geomotria aparece enire os Egipcios como conjunto de regras
empiricas, receitas priticag para medir dreas de terrenos, que as dguas
do Nilo inundavam todos oz anos, apagando demarcagoes (etimoldgicamente,
a palavra egeometria> szignifica «medida da terras). Por sua vez, a
aritmética era tdo-sémente wma arte de calcular, usada por comerciantes
¢ agrimensores,

Todavia, a matemdtica comeca jé a afirmar-se com feipdo diversa
entre oz Caldeus, que procuravam, no estudo dos astros, a previsdo do
futuro (astrologim). Conquanto ¢ objectivo destas pesquisas fosse ilusério,
a malemdlica atingtu entdo, 2000 anog anteg de Cristo, um nivel que sur-
preende hoje o indagar histérico. Os Babilénios resolviam jé equagdes do
2.° graw e possufam wm sistema de numeragio capaz de representar valores
tdo préxzimos quanto se quisesse de qualgquer mimero real. Foram eles
talvez os primeiros a sentir a necessidade da demonstragio logiea.

Mas coube aoz Gregos, herdeiros do pensamento oriental, a gléria de
fundar a geometria como ciéncia racionsl, feto é, como ciéncia demons-
trivel logicamente a partir dum pequeno mimero de factos elementares —
oa postulados,

A matemdtica é entio cultivada com espirito filoséfico, desintercs-
sado, isto €, procurando, ndo a sua possivel utilidade, mas apenas o prazer
intelectual que possa proporcionar, compardvel ao prazer da contemplagio
artistica.

(") Filésofo neoplaténico (410-485).

Figura 7: [1], p. 71.
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Chegaram oz Gregos a construir wng teoria geométrica das grandezas,
masg dela ndo souberam destacar uma correspondente teoria arilmética dos
niimeroz reais. Por 18so, tanfo noz raciocinios como noz cdlewlos, rdpresen-
tavam os nimeros por segmentos de vecta, escolhendo wm destes para
unidade. Assim, a adi¢éo ¢ a sublrac¢do de nimeros reduziam-se & adigdo
e & subltracgdo dos respectivos segmentos representatives, A mulliplicagdo
¢ a divisdo podiam ser efectuadas segundo o teorema de TALES, como s¢
indica nas figuras.

s Mo
= t

. 1 o ‘
W N ——
- o

-

A descoberta daz grandezas incomensurdveis 6 um momento dramd-
tico na evolugdo desta teoria.

No séeulo VI antes de Cristo, florescia no Sul da Itdlia uma seita
grega, de cardeter eientifico-religiozo, a que se chamou escola pitagdrica,
por ter sido jundada, ao que parcee, pelo fildsofo PiTAGORAS, da illka de
Samos, personagem um tanto misteriosa, envolvida nas brumas da lenda.
Pretendiam oz pildgéricos explicar tudo [por meio dog niemeros —— a comegar
pela miisica, cuja teoria lhes 6, em parte, devida, E entdo que aparece, pele
primeira vez, o termo cmalemilicas (em grego =i patrparvg, de widipa,
censinos), usada como ginémio de eciéncia racionals. Og pitagéricoz rendiam
verdadeiro culto mistico ao néimero natursl, considérando-o como a esaéncin
de todas as coisas, Assim, admitiam que toda a figura fosse formada por
um nimero finito de pontos, sendo estes pensados como infimos corpisculos,
todos iguais entre #i (atomos ou ménadag). Dagui resultava que dois com-
primentos seviam sempre grandezas comensurdveis; com efeito, sendo um
segmento formado por m ménadas e outro por n mimadas, a razdo enlre
0 primeiro ¢ o segundo geria m/n, Mag é o préprio teorema do quadrado
da hipotenusa, atribuido a PITAGORAS, que vem demolir ¢sta dowirina,
permitindo demonstrar que o lado do quadrado é incomensurdvel com a
diagonal (ou seja que 2 & um ntmero irracional).

Eis aqui o momento dramdtico, Esta descoberta — que ¢, afinal, um
dos aconlecimentos capitais da histéria do pensamento — foi tida como
um esedndalo, uma calamidade, pelos seus préprios aufores, que lentaram

Figura 8: [1I, p. 72.
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—

ocultd-la, convencidos de que oz deuses os casligariam severamente, se
eles divulgassem o que lhes parecia uma imperfeigdo da obra divina.
O certo é que a teoriag geométrica das ménadas estava, entdo,.condeénada.
E'm sew lugar triunfa a teorig dos filésofos de Blcia (coldnia grega no Sul
da Itdlia), que comcebiam o espago como wm todo continuo. Estas duas
concepgies oposlas sdo depois, em parte, conciliadag pele teoria de
DEMOCRITO, que s¢ pode tradusir nestes lermos: uma coisa é a matéria,
oulra ¢oisa & o espago em que ge move a matéria; o edpago é continuo, mas
a matéria é discreta, formada por dtomos ('),

Porém a matemdtica grega ficou sempre subordinada @ geomelria.
Para a eriagdo da aritmética ¢ da Glgebra foi necessdrio, novamente, por
de lado preocupagées de rigor logico e visar objectivos prdlicos, concretos.
Assim procederam oz Indianos — inventeres do sistema de numeragdo
decimal —, que, em cdleulog audaciosos, ndo justificados, manejaram
decididamente, ¢ com éxito, oz radicaiz ¢ oz mitmeros negatives. Mas
tornava-ge necessdrio, depois disso, legitimar os novoz métodos.

Dum mado geral, todas as vezes que az necessidades do edleulo lova-
vam a ampliar o campo dog nitmeroz exigtentes, introdusindo novog enfes
numéricos, estez eram olhados com extrema desconfianga, que se reflectia
nas curiosas designacbes atribuldas a esses entes, Assim, os irracionais
foram denominados snimeros inexprimiveiss, enimeros incalculdveiss,
entimeros surdoss, ete, (ainda hoje, em inglés, se diz «surd roots», Depois,
o8 wiimerog megatives, que a teoria das equagies algébricas tormave cada
ves mais inevitdveis, foram chamados <absurdoes, ¢falzos», <fingidos», ete.
Ddpois ainda, @ mesma teoria das equagies obrigow a introdusir os
nimeros imagindrios, de que trataremos no capitulo seguinfe, e que
também se chamaram cnsiméros impossiveiss, emimeros quiméricoss, ele.

Durante muitos séculos ndo foi possivel conceber os niimeros fraccio-
ndrios, os irracionais, ele., sendo como medidas de grandezas, S6 em fins do
século passado, principalmente por obra dos matemdticos alemies DEDEKIND
@ CANTOR, se pbde construir uma teoria rigorosa dos mitmeros reais, inde-
pendente da geometria ¢ da flsica.

Note-se que, no estudo dos niimeros, interessa muito menos ao mate-
mdtico o maneira de efectuar os edleulos, do que o conjunto das propris-
dades gerais das operaciaes. Sio eztas prdpriedades que formam a esséncia
da digebra.

(*) Actualmente, no campo da fisica, torna a debater-se o problema
da dualidade discreto-continuo.

Figura 9: [1], p. 73.
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NOTA HISTORICA

«0Oh cousas {odas vis, todas mudaves,
Qual ¢ o coragiio que em vog confia?s

SA pe MIRANDA

Para nos guiar no mundo instdvel em que vivemos, a nossa razio (')
preciza de se apoiar em certos prinelipios lbgicos. Um deles é o principlo
da nfio contradigiio, que z¢ pode enunciar do seguinte modo:

«Uma coisa nio pode ter ¢ nfo ter, ac mesmo tempo, uma mesma
propriedade.»

Por exemplo, se dissermos que uma certa figura é quadrada ¢ nio
€ quadrada, que um dado comprimento mede 5 em e nfio mede 5 em, ete.,
ezlamos o emunciar factos contraditbrios, logo impossiveis d lus da razdo.
Se estivégsentos sempre assim a contradizer-nos, a linguagem seria mais do
que initil, nociva, ¢ o homem desceria & condigdo de irracional,

E todavia, no mundo que nog rodeia, nenhuma figura é (exactamente)
quadrada, nenhwm comprimento mede (exactamente) 5em. Mais ainda,
as propriedades dos corpes estdo sempre a mudar e portanto a desdize-
rem-nog —de tal modo que, quando acabamos de efirmar ea temperatura
deste corpo é inferior a 20%, jé o temperaiura do mesmo pode ter subido
a mais de 30%, o, enquanto dizemos «siio agora b horass, decorre ao menoz
um segundo. Este coonstante mudars da natureza, estas suas aparentes
comtradigies, tém formecido assunto inesgoldivel a poetas e filssofos.

No Grécia antiga defrontam-se, a principio, duas correntes dpostas,
igualmente exageradas ¢ exclusivistas mas swaz afirmagbes. Dum lado
estdo og fildsofoz que podemos chamar empiristas (°). Segundo estes, a

() A palavra crazios é aqui usada no sentido de <faculdade de
conhecer e raciocinars, Recordemos que o homem se diz canmimal raclonals
por ser dotado do uso da razio,

() Chama-se cempirismos, dum modo geral, ao uso da experiéncia,
ssm teoria ou raciocinio, Mas notese que, além da razlo e da expe-
riéneia, hi uma fonte directa de conhecimento —a intuigio — que leva,
por exemplo, o matemético a pressentir as verdades, ainda antes de as
demonstrar,

Figura 10: [II, p. 142.
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realidade é mudanga, movimento, vida — uma séric de situagbes semlpre
novas, sempre diversas, que nenhuma regra ou teoria & capas de tradusir:
o mundo é pois ininteligivel, Este ponto de vista ficou bem expresso na
célebre imagem de HERACLITO, o CONFUSO (576-450 a. C):

«Tu ndo podes banharde duas vezes no mesmo rio; porque sempre
novas fguns correm sobre ti.»

E assim a realidade é como o fluir de um rio, que ezt zempre a ndo
ser o que hd bem pouco ainda era (ow parecia ser).

De outro lado estdo os filssofos Tacionalistus, entre os quais figuram
os pifagbricos e oz eleatas (filésofos da escola de Eleia) (). Para estes,
realidade € o que permanece, o que nio muda: é o Ser, nfio o Variar.
A mudanga, dizem eles, é contradiiéria, incondpreensivel — logo aparéneia,
ilusdo dos sentidos. E, se os seres particularcs parccem mudar, o universo,
como wm todo, é imével, imutdvel, eterno— logo inteligivel, logo real.
Ficaram célebres oz paradoxos do movimento (%), com o quaiz ZENAO de
Eleia desconcertou o filbsofos de Atenas e provocouw discussies duranie
séculos. Citaremos trés desses argumentos:

1) Paradoxo de dicotomia. Twdo o que se move deve alingir metade
do percurso, antes de chegar ao fim; e, ainda antes do meio, deve afingir
um quarto, e antes de wmn quarto, um oifavo, e assim sucessivamente, sem
mais acabar. Logo o movimento nio chega u realizar-se, ao conlrdrio do
que parece,

2) Paradoxo de «Aquiles e a tartarugas, Aquiles corve para apanhar
wma tartaruge que se afasta dele; mas quando chega ao lugar donde
parte a tartaruga, jd esta ld ndo estd. A distdneia que o¢ separa ¢ agora
maia pequena, mas enquanto Aquiles a percorre, também a tartarugae se
desloca; ¢ aseim sucessivamente, ao infinito, Logo Aquiles, embora cami-
nhando mais depressa, nunca pode atingir a tartaruga, ao contrdrio do que
parece acontecer.

3) Paradoxo da seta, Langada dum arco, wna seta fica imével em
cada instante, pois que, de contrério, ocuparia vdriaz pogiches mum ins-
tante, o que ¢ impossivel, Ora o tempo & feito de instantes, Logo a seta
ficard sempre imivel, contrariamente ao que ge obseérva,

(Veremos mais adiante como, em malemdtion, se evitam estes para-
doxos).

(*) Ver Nora Histérica do Cap. II.
(") Paradoxo = opinifio contrfria & comum.

Figura 11: [1J, p. 143.
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O racionalismo - grego enconlra 6 sua expressdo apwrada no pla-
tonismo. Segundo PLATA0, hd duas formas de realidade: a realidade sen-
sivel ouw mundo dos fendémenos, que nds conhecemos por intermédio dosz
nosgog senlidos, ¢ a realidade inteligivél ou mundo dus Ideias, que nds
contemplamos por inteyrmédio da razdo, A primeira, mutdvel ¢ tmperfeita,
seria apenns representagdo grosseiva da segunda, que é a auténtica reali-
dade, isenta de contradigdo — perfeita, incorruptivel, eterna. Segundo esta
doutring, og conceitos matemdticos, relativos a nimerog e a figuras geomd-
ivicas, sdo seres do mundo inteligivel: assim, por exemplo, oz tridngulos,
que moég vemos ¢ desenhamos, sio apenas imagens toscas do verdadeiro
Trilngulo, que wés idealizamos. (Toda a matemdtica estd, ainda hoje
mais_ow menos impregnada de |platonismo).

Finalmente ARISTOTELES, um dos espiritos mais amplos ¢ equilibrados
de todos os tempos ('), procurou conciliar o racional ¢ o empirico, o abs-
tracto e o conecreto, u teoria ¢ a pritica — como finico meio para atingir o
conhecimento cientifico, Todavia, a ciéncia grega, em parte paralisada pela
eritica eledtica, ficow reduzida a ciéneia do vepouso e do equilibrio:
geometria ¢ estética,

S6 em fing do séeulo XVI, principios do séeulo XVII, com os tra-
balhos de KEPLER sobre o movimento dos planetas e oz de GALILEU rela-
tivog & queda dos graves, a matemdtica comega a ser aplicada com &xito
2o estudo dos movimentos (cimemitica e dindmica). Mas a matemdtica
dessa época difere ja muite da geometria helénica: é a andlise matemdtica
quo surge agora, baseada mno conceito de funciio. Os seres materiais
ddo.ze-nog a conhecer pelae suas variaghes, impressionando og-nossos sen-
tidos; mas também ndo seria possivel conkecé-los, se nessas variagoes ndo
houvesse uma lei —isto 6, uma propriedads ou uma relagio sensivelmenie
constante. Ora as leis dos fendmenos sio expressas por funges, Sio pols
os conceitos matemdticos de varldvel e de fungfio que permitem, & raziio
humana, interpretar o movimento e, dum modo geral, os fendmenos
naturais.

. A partir desse momenlo, 0z fenémenosg sdo submetidos ao edleulo ¢ ao
raciocinio.” E comeca uma nove era da ciéncia, que se prolonga oté fins do
edoulo passado. Consegue-se entdo, por exemplo, prever com grande ante-
codéncia e precisdo o movimento dum astro. Mas og éxitogs assim alcan-
¢ados pelo método malemdtico inebriam os cientistas: chega a admitir-se a

(") AmistéTELES (384-322 a. C.) foi diseipulo de PraTAO (429-
~347 a, C.), assim como este tinha sido discipulo de SOCRATES (470-399 a. C).

Figura 12: [1I, p. 144.
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possibilidade duma f6rmula universal, que pérmita prever todo o futuro do
universo, Nesta crenga consiste o determinismo absoluto, forma exagerada
de racionalismo ——cujo extremo oposto & o empiriamo absoluto ow oepti-
clsmo.

A atitude do homem de ciéncia tornow-s¢ mais comedida, especial-
mente ao abordar o estudo do dtomo, B no equilibrio sensato das duas ten-
déncias do nosso espirito — o racionalista e a empirista — que parece estar
sempre o bom caminho. As leis naturais, expressas por meio de férmulss,
tém cardcter aproximativo, contingents. Ndo podemos ter g pretemnsio de
tradusir na simplicidade duma férmula a infinita complexidade do real
concreto. Ndo podemos pretender que o retrato seja uma ebpia exacla e
perfeita do original, As teorias cientificas (a comear pela geometria) sdo
apenas esquemas logicos, isto é, descrigdes simplificadas do mundo empirico,
isontas de contradigdes internas, As contradigies surgem sémente quando
6 tooria estd em desacordo com a prdtica, o que leva a aperfeigoar a teoria,
tornando-a mais préxima da realidade. £ assim, por mproximagdes suces-
sivas, que a ciéncia parece progredir,

P o= o

O termo cfuncdos foi, ao que parece, introduzido em matemdtion por
LesNiz (ewja biografia serd esbogada mais adiante); mas, a prineipio,
o seu significado ndo se distinguia nitidamente do de cexpressdo analiticas.

O conceito de funcdo tem evolutdo paralelamente ao de eurva, seu
corréspondente geomélrico, Dizia-se que uma curva era cgeométricas ou
warbitrdria> conforme se sabia ou ndo representd-la awaliticamente. Mas
@ operacdo de passagem ao limite veio alargar imenso ag possibilidades de
representacdo analitica, obrigando @ modificar aquele oritério. Finalmente,
certoy problemas priticos, tais como o estudo das vibracoes das cordas de
instrumentos de miisica, o estudo da propagagio do calor, ete., levaram, no
século passado, os matemdticos (nomeadamente DIRICHLEY) a adoptar o
conceito de funcdo numérica tal como hoje é definido, isto €, como corres-
pondéncia arbitrdria entre os valores de duas varidveis,

No século XX, o desenvolvimento cada vez maior da matemdlica ¢ a
sua crescente intervenglo nos mais diversos dominive da ciéncia ¢ da
téenica eondusirem a generalizar o conceito de fun¢do ao caso de varidveis
cujos valores pertemcem a um conjunto de entes de natureza qualquer
(mimeros, fungdes, figuras geomdiricas, amimais, pessoas, etc., ete.; ver
atrds o n.* 7). Assim nascen a andlise geral ou andlise moderna, que com-
preende vdrios ramos: logica, teoria dos conjuntos, dlgebra abstracta,
topologia geral, ete.

Figura 13: [1], p. 145.
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14 de 9. Depois ainda, estubiliza-se o algarismo das centésimas, E assim

sucessivamente, E claro que o nimero representado pela parte inteira ¢

pelos algarismos decimais Gssim ostubilizados é o limite para que tende wn.
Nos restantes casos, a demonsiragio do teorema ¢ aniloga.

ExemrLo — Consideremos uma sucessio de poligonos regulares ins-
¢ritos numa circunferéneia de raio r, comegando por um hexégono e
duplicando depols, sucessivamente, o nimero de Jados. Comsideremos ani-
logamente poligonos regulares de 6 lados, de 12 lﬂlm de 24 lados, efc.,
circunscritos & circunferéncia.

Os geimeotras gregos dedusiram férmulas que permitem ealeular,
a partir do ralo, o8 perfmetros de tals poligonos. Demonstra-se entlio
o seguinte: 1) os perimetros dos poligonos inscritos formem uma sucessio
crescente; 2) os perimetros dos poligonos circunscritos formam uma
sucessiio decresconte; 3) qualquer dos primeires é menor que qualquer dos
segundos, com uma diferenga que tende para zero. Portanto as duvas
sucessdes slo convergentes e tendem para um mesmo Kmite, Este limibe
é, por definigdo, o comprimento da circunferéncia,

Na seguinte tabela registam-se os resultados dos cileulos efectvados,
com b decimais exactos, até aos poligonos de 384 lados:

Namero de 1ados Perlmetro Perimetro
do poligono do poligono imscrito  do poligono eircunserito

6 2 ¢. 3,00000 ... 2r.346410..,

12 2r. 3,10588... : 27r.3,21539...

24 2r.3,13263 ... 27.3,15966 ...

48 2r.3,13935 ... 29.8,14609 ...

96 | 2y.3,14108 ... ' 2r.814272...

192 | 2r.8,14145... '2r.3,14187 ...

384 | 2r.304156... | 2r.314166...

Assim, obtém-se o perimetro de cada pollgono, inscrito ou eircune-
erito, multiplicando o didmetro por um certo coeficiente numérico, Os
coeficlentes que correspondem aos poligonos inseritos formam uma sucessdo
crescente e 08 outros, uma sucessio decreecente., Estas duas sucessles
tendom para um mesmo limite, que &, por definicds, 0 nimero ®. Como
o2 vé, o8 poligonos de 384 lados fornecem j& um valor aproximado de w
a menos de 0,0002 (até a menos de 0,0001). ARQUIMEDES, nos seus
cilculos, chegou apenas ao poligonmo de 96 lados. T

Figura 14: [1I, p. 169.

Jornal das Primeiras Matematicas, N.© 19, pp. 29-54




PINTO & SILVA 43

ComPENDIO DE ALGEBRA — g0 Axo

NOTAS HISTORICAS

<0 infinito! Nuneg outra ideia
{ perturbou
tiv fundaments o espirito do homem!»

Davip HiLpegy (')

L Infinito potencial e infini
uma oulra foi evitadg N .to actual. 4 par da ideia de movimenlo
@0z método, <a pelos cldssicos gregos como incompreensivel, rebelde

Vétodos da rasio: a ideia de infinito e

mais simples forma do infinito ma. ;
sucessdo dos mimerog mhut‘::‘! matemdtico é a que se apresenta na

1, 2, 8, e,.., n,n+1,..
Bti : T
hmldgrcaa_cmur. n‘palawu sinfinitor wignifica enio acabados, Na

mimero infinite de seres maborinis =
i simultineos — s¢j
s;:froaxda aréia, dtomos ou electrses, Todavia, ¢ o“p’:d';rs':“;h:‘""m’
OTAS HISTORICAS do Cap. IV) que nos leva a conceber os u:::::

(') Davidp HiLsgpr nascido
= ) BERT, 0 em Konigsherg (Ademranha), fof
maores matemfiticos dos Glkimos 50 anos (1862-1943). A sun oburl:

Figura 15: [I], p. 180.
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naturais como elernos e imutfdveis no mundo das idelas — ¢ portanto jd
realizados, ne sua totalidade infinita. De resto, para evitar os paradoxos de
ZeENAo, é-se obrigado a aceitar o infinito actual também nas ideias de
ospago e tempo: todo o segmento de recta deve ger formado por wma infi-
nidade ds pontos, assim como todo o intervalo de tempo deve ser formado
por uma infinidade de instantes. Sé deste modo se explica que um ponto
mével ocupe, num femipo finiko, um ndmero infinito de posigdes —o que,
segundo pareee, os Gregos ndo admitiam, nem mesmo do ponto de vista
platénieo,

Modernamente, a andlise Wgica dog fundamentos da matemdtica,
empreendida por HILBERT, leva a crer que nenhuma contradigdo resultard
de admitir como existente a totalidade dog ndmeros naturais ou mesmo «a
dos nitmeros reais. Deste modo, poderemos dizer que a ideia de infinito
actual é compatived com os principios da razio.

Outra sorte feve porém a ideia de infinltésimo actual,

II. Do conceito do infinitésimo ao conceito de limite. Jé desde os
tempos antigos os matemdticos foram tentados a conceber foda a grandera
continua positiva como se fosse a soma duma infinidade de grandezas
infinitamente pequenas, mas nfo nulas. Assim, wo que parece, os pita-
géricos, quando jé ndo puderam ocultar por mais tempo aquele famoszo
eesedndalos das grandezas incomemsurdveis, tentaram salvar a sua dou-
trina, concebendo as ménadas como uma espécie de infinitésimoa. Estes
seriam entdo os infinitésimos actunis, também chamadoz indivisiveis, cuja
ideia s¢ pode comeretizer do seguinte modo:

Suponhamos que ae adoptor wm comprimento U para unidade, Entio,
am infinitésimo actual seria wm comprimento w, maior que o comprimenio
zevo ¢ menor que qualquer submiltiplo da unidade, isto €, tal que:

w>0 e w<-§-, por maior queé fosse m.

Porém, com oa |postulados da geometria ewclidiana, a segunda com-
digdo ndo permite que w seja maior que sero, enquanto a primeira exige
que © aeja maior que zero (*). Assim, o infinitésimo wctual deveria ser
240 mMesmo tempo euperior a zoro © hilo superior a zoro, o que é impossivel,
segundo o principio da ndo contradigio. E o que se diz para comprimentos,
diz-se para qualquer outra espécie contimwa de grandezas.

) Note-se que, em certas geometrias, chamadas ndo arguimedianas,
a sitvagao ¢ diversa.

Figura 16: [I], p. 181.
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Mas o mais curiogy ¢ que, admitinde a existéncia de tais éntes con-
traditérios, e chegava q yesultados certos. Assim, para obter q drea do
ofreulo, congiderava-ge G circunferén-
cia como poligono com wum nimero
tnfinito de lados infinitamente peque-
nos; deate modo, o ofreulo seria eom.
posto de uma infinidade de tridnguloa
infinitésimos, de base igual ao lado, I,
daquele poligono ¢ de altura igual ao
raio, v, do cirenlo; g drea de cada um

destos tridngulos seria entdo -;‘— lr

¢ a drea, A, do cireuls seria a soma
de todag aquelas dreag elementares,
igto §:

A=tz tr- Y

“m que X1 representa a soma de todos og lados do poligono, ou séja o
comprimento ida circanferéncia, Entdo, sevia > ] . 2x7 ¢ portanto

o que esld certol K andlogamente para o drea do come, para o volume
da esfera, olc., gic.

(E elaro que, na figura, o comprimento | indicado nio & infinitésimo,
Mas apenas muito Pequenc).

Estas <somas dum némero nfinito de parcelas infinitamente peque-
nas» vieram g chamar-se integrais € para as indicar, adoptou-ge o ginal S
deformagio da letrg S, om ves: da correspondente letrg grega % (sigma
maitiseulo), que ficou reservada para os. somatdrios, isto ¢, para somas
dum ndmero finito de parcelas,

Oz precursores do edlouly infinitesimal —nomeadamente o frade
italiano CavALIER (15982-1657), discipuls de GALILEU — wsaram com
éxito o método dog infinitésimos actuais (ox método dos indivisiveis), ndo
86 no cdlenlo de dreas ¢ volumes, como ainda na resolucdy de vdrios pro-
blemas de mecinica, Dezde logo cate método foi alve de criticas ¢ sar-
casmos, pela sua faltg de coeréncia légica. Porém o matemdticos que dele

A-—Lr-zzr-::‘,

Figura 17: [1], p. 182.
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térias, mas cuja aplicagdo conduzia ripidamente a férmulas certas, que
de outro modo ndo era fdacil encontrar.

O pior € que, por tal processo, se chegava também a resultados, umas
vezes duvidosos, oulras vezes contradiiérioz, Tratava-se, enfim, dum
método empirico —ndo racional., Alids, paréce averiguado que jé ARQUI-
MEDES usava o mesmo método, heuristicamente, em vdriog lproblemas de
edlenlo integral; mas que depoiz, ao expor os resultados obtidos, og demons-
trava com o rigor ligico da época, sem indicar o caminho que tinha seguido
na invéstigagdo ().

A andlise infinitesimal, criada por NEWTON ¢ por LEBN1Z (como
serd explicado noutra Nota) desenvolveu-se prodigiosamente, gracas ao
éxitp extraordindrio das suas aplicagdes ds cifneias experimentais, Mas
continuow a fazer-se sentir, apesar de todos o3 progressos, a falta duma
sua fundamentagdo légica impecdvel. Ainda em fing do séeulo XVIII, o
grande matemdtico LAGRANGE considerava lamentdvel o estado da mate-
mdtica, dizendo, em resumo, o seguinte: esta cifneia ¢ um formigueiro de
contradi¢des e se, apesar disso, conduziu a grandes resultados, é porgque
a Infinita cleméncia de Deus dispds as coisas de modo que 08 €rros se com-
pensassem uns aos ouires, Em 1784, a Academia de Berlim, presidida por
LAGRANGE, abrix um concurso, pedindo «uma teoria clara e precisa daquilo
qus s¢ chama infinito em mateméticas e, em particular, a explicagio de
<como é possivel deduzir tantos teoremas verdadeiros duma suposicio
contraditirias,

Mas, 86 wng 80 anos depois, outro grande matemdtico, o francés
Caveny, tratando sistemdticaments os infinitésimog como varidveis tem-
dentes para zero e dando wma defimigdo légica rigorosa do comeeito de
limite, conseguiv finalmente edificar a andlise matemdtica gobre uma base

(*) ArQuUIMEDES, natural de Siracusa, cidede grega da Sickha, &
considerado um dos mauiores génios matomdticos de todos os tempos
(287-212 a, C.). Celebrizou-se nfio 86 pelas suas admiraveis descobertas de
geomeiria, como ainda pelos seus estudos fundamentais de estética. (Sio
bem conkecidas es circunsténcias em que, segundo se diz, descobriu o
principio da hidrostitica que tem o séu nomme), Durante 3 anos, a cidade
do Siracusa, sitinda pelos Romunos, resistiu ao cerco, gracas a engenhos
por ele inventados (catapultas formidéveis, guindastes que levantavam
08 mavios e os arremessavam conira os rochedos, ete). Fimalmente a
cidade foi tomada de surpresa, ¢ ARQUIMEDES, absorvido na contemplacio
duma figura que tragara no solo, foi assassinado por um solddado romano,
a quem, segundo se diz, gritara colérico: «Nio apagues os meus circulos!s,

Figura 18: [1], p. 183.
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racional. Além disso, CAUCHY csiendew a andlise, com igual rigor, ao
campo das fungioe & varifvel complexa, que sdo hoje do grande interesse
e utilidade, pelas sias aplicagbes @ elénecia pura e @ {éewica,

Porém o edificio da andlise s6 aparecew, em foda a sua perfeigio
lbgica, ddpois de apeados oz anduimes geométricoe, por obra doz grandes
matemdticos alemdes DEDEXIND, CANTOR « WEIERSTRASS (cf. NorA HisTO-
RICA do Cap. HN).

Modernamente, as questées relativas ao coneeito de limite sdo estu-
dadas num ramo de wmatemdlica chamado topologia.

TII. O coneceito de limite ¢ os paradoxos de ZENAo. K o conceito de
limite que, passados 24 séculos, permite esclarecer o tdo debatido pro-
blema dos paradoxos de ZENA0, Coneideremog por exemplo o paradoxo
de <Aquiles ¢ a tartarugas., Suponhamos que Aquiles anda 10 vezes mais
deprezsa que a tartaruga, comegando por estar & distdncia de 10 metros
desta. Entdo, quando Aquiles percorre oz 10 m, a tartaruga aendard I m;
depois, quando Aquiles percorre esta distdncia, a tartaruga desloca-se mais
1 decimetro, e assim sucessivamente. Deste modo, as distincias de Aquilez
a0 seu- ponto de partida vio sendo as seguintes (expressas em metros) :

0; 10; 11; 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111; 11,11111 ;...

Ao mesmo tempo, as distdnsias da tartaruge ao ponto de partida de Aquiles
vdo sendo:

10; 11: 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111 ; -1L,11111; 15111111 5 ...
Ovra, ambas estaa sucessdes tém por litite o mesmo miemero:

1
111111 . = 11 9

Agsim, para oleangar a tartaruga, Aquiles deverd percorrer 11 metios
e 1/9 do metro— o que, de resto, se podia ver directamente, resolvendo a
equagdo x = 10(x— 10), que tradus algédbricamente o problema.

. Afinal, o vicio de raciocinio que se infrodusia no paradoxo de ZENAO
consistia em admilir, inconscieniemente, que oz espagos parciais 10m, Im,
1dm, 1cm, ete., seriam todos percorridos por Aquiles em tempos iguaiz ¢,
portanto, cada ve: mais lentamente — o que nao sucede, com certeza, se o
movimento for sensivelmente uniforme. Assim, por exemplo, se Aquiles
caminhar & razdo de 1 metro por segundo, ao fim de 11 segundoz ¢ 1/9
do segundo estard precizamente no ponto em que deve encontrar e tartaruga.

B preciso ndo esquecer que estamog a raciocinar com esqQUEmas
abstractos de espago ¢ tempo, que sdo apenaas simplificagies da realidade,

Figura 19: [, p. 184.
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NOTAS HISTORICAS

1. Noticias biogrificas (') — A) Isaac NEWTON nasceu na eldein de
Woolsthorpe, Inglaterra, no dia de Natal de 1042 (ano da morte de GALI-
LBU). Sew pai, modesto agricullor,
tinha falecido poucag semanasz antes.
Crianga débil ¢ meditativa, o pequeno
IsAac ndo participava nas brinca-
deiras dog rapases da mesma idade,
fnventando ele préprio as suag dis-
tracgdes, tais como rodag hidréulicas,
moinhos que meoiam trigo, relégios
de madeira que funcionavam, ete.
Na escola, mantinha-ze refraido,
abstracto, chegando a ser o HWltimo
da clagse; até que wn dia, tendo
vencido em luta wm colega que o
agredira brutalmente, s¢ enchew de
brio ¢ quiz mostrar que também
podia ser bom aluno. A lpartir desse
momenlo, as suas possibilidades tnte-
lectuais comegaram g chamar a alen-
¢do dos professores e da familia. B

Aog 19 anog ingressa na Uni- NS
versidade de Cambridge, Segundo se Fissswes
conta, estava enldoe para desposar
uma sua linda conferrinea. Mas a auséneia ¢ os estudos devem lé-lo
afastado do sew vomance: ola casou, e¢le ficow solteiro. Em Cambridge,
NEWTON geguiu, com entusiasmo crescénte, o curio de BARROW, malemdtico
nsigne, que expunha o zou proprio métods para detorminagdo de tangentes e
cdleulo de dreas, (Era este, em germe, o edleulo infinitesimal, De BArROwW
ge viria a dizer que foi a <estreln da manhd, anunciando o nascimento do
Sola). O professor em breve se apercebew do valor do disctpulo, Mas, no
destino deste, wm facto imprevisto veio |pesar ainda de modo decisivo.

Em 1664-66 grassa em Inglaterra uma paverosa epidemia de peste
bubdnica. A Universidade fecha ¢ NEWTON regressa d sua aldeia. Aqui,

3 /
LA ‘l/lﬂ/{;ﬁ C .7'_-//”.

—r

(') Para mais pormenores, ver por vxemplo BELL, Les grands mathé.-
maticiens (trad.), Payot, Paris.

Figura 20: [1], p. 257.
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no remanso da vida campestre, a erinnga sonhadora o timida de outrora
afirma a sua verdadeira nolureza: wma espantosa capacidade de eoncentra.
¢lo, a par duma intuicdo genial, Em menos de dois anos, inventa o método
das fluxdes (om seja o chleulo infinjtesimal), descobre a lei da atracciio uni-
wversal, efectua a andlise e a sintese da luz branca, em experiéncias com
prismas comprados nmuma feira, ¢ concebe um novo tipo de telesebpio,

NEWTON e LEIBNIZ (ver Nota scguinte) edo hoje consideradosz os
Jundadores do cdleulo infinitesimal, Seria no entanto erro grave pensar
que o cdleulo infinitesimal é obra exclusiva de doizs homens isoladoe.
E, pelo contrdrio, o vesultado duma longa evolugdo, que comega na Anti.
guidade com EUDOX0 ¢ ARQUIMEDES (para ndo cifar outros) e prossegue, ng
Idade Moderna, ecom KEPLER, GALILEU, CAVALIERI, FERMAT, Pascar,
BARROW ¢ outros mais (ver NoTAS HISTORICAS anteriores). Todavia, o
nove cdleulo s6 se define claramente como corpo de doutrinag, por obra ds
NEwTON ¢ de LmieNiz, considerados por iseo o2 seus eriadores,

Tem especial interesse observar como se chegou d lei da atracedo
universal, Um astrénomo dinamarqués, Tycuo Brau (1546-1601), tinha
registado as suas observagies mum catdlogo de estrelas, que indicava a
posicdo dos planetas no decurso de vdrios anoa, Um seu jovem assistente,
KeEPLER (1571-1630), influenciado pelo pitagoriemo, comvencew-se de que
tais nidmeros encerravam, numa oculta harmonia, a chave do universo;
assim, ao termo de 22 anos de cdlewlos pacientissimos, descobriu as célebres
leis, que tém hoje o sew nome, aobre o movimento dos planetas. Finalmente,
NewtoN, aplicando o cdleulo diferenclal (*) @ estas leis, eonclui que toda
a particula material atral qualquer outra com uma forga directamente pro-
porcional #s massas de ambas e inversamente proporcional ao quadrado
da distincia que as separa (LEI DA ATRACCA0 UNIVERsAL), E, aplicando
o cllculo integral, deduz desta lei o movimento dos Pplanctas e dos seus
saiélites, a érbifa dos comefas, a {eoria exacltn das mards, ete.— enfim,
todo o eistema de relojoaria do mundo celeste. ,

Um dos érxitos mais clamorosog da teovia de NEWTON ocorrew um
séeulo apés a sua morte. Tendo oz asirémomos observado gque o plansia
Urano parecia afastar-ze da lei de NBWTON, ndo hesitaram em atribuir esse
desvio & atracedo exercida por um planeta ainda desconkecido. O matemd-
tico francés LEVERRIER conseguiu caleular a posicdo do hipotdtico planetn
segundo a lei de NEWTON, ¢ comunicon os rézitltados ao astrénomo alemdo

(") Ver mais adiante, nesta Nora, cdleulo diferencial e cdlculo
integral.

Figura 21: [II, p. 258.
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Gatre. Logo que recebew a contunicagio, GALLE, na noite de 28 de Selen-
bro de 1841, dirigin o telescépio pare o ponto indicado pelog cdloulos ¢ ali
encontrou, efectivamente, um movo planeta! A este se deu o mome de
Nepiuno,

E hoje, que o mundo assiste, empolgado, com emogdo erescente, aos
progressos inauditos da astrondution, & presente, mais do que nunca, o génio
de NEWTON, que possibiliton, & distdnecia de séeulos, as viagens das naves
espaciais, com rolag precslabelecidas, de acordo com a lei da gravitagdo ¢
por meto do cdalewlo infinitesimal!l

Mas continvemos o perfil biogrdfico de ISAAC NEWTON,

Apds aquele zeu fecundissimo retivo na aldeia, NEWTON rétomon os
estudoz e, apenas com 28 anss, por vontade expressa de BARROW, suceden
a este no lugar de professor de matemdtica. Az aulas abzorviam-lhe bem
powco tempo, o que lhe permitiu continuar, com afinco, as suas portentosus
investigagbes. Mas 36 em 1684, a instincias de seu amigo HALLEY (célebre
asgtrénomo, cujo nome foi dado a um cometa), se decidiv a redigir as suas
descobertas numa obra monumental, Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (Principios Matemdticos da Filosofia Natural), publicada
em 1687. Ora, e 16584, jé LEIBNIZ tinha publicado wma obra em que
exppunhe a sua invengdo do edleulo infinitesimal, (Naquela época, a difusdio
dog livros ¢ das ideins era muito maiz lenta do que hoje). Daqui naseex,
passados anog, uma longa, estéril e azeda discussdo, entre os doiz grandes
matemdiicos, sobre a prioridade da descoberta, disoussdo esta acirrada
pelos partiddrios de um ¢ do ouire, Até os espiritos mais elevados sdo
sugceptiveiz de fraquezas!

O prestigio de NEWTON cregcen enormemente, em gua vida ¢ depois
da sua morte, chegando a entravar o progrezso da matemdtica em Ingla-
terra; NEWTON era considerade perfeito, inigualdvel, quase um deus, ¢ os
seus compatriotas ndo admitiam que outros matemdaticos, immcluindo LEIBNIZ,
o pudezsem ulirapazsar em algum ponto.

Pezsoalmente, NEWTON era humano ¢ modesto, R-lhe atribuida esta
frage: «Se consegui ver majs longe do que outros, foi porque me ergui sobre
os ombros de gigantes» (KEPLER, GALILEU, efe.). Mas NEWTON foi o
gigante que pesou o Sol, @ Terra, a Lua e oulros plonetas. Quando lhe
perguntavam como conseguia fazer tdo extraordindrias descobertas, res-
pondia: «Nocte dieque incubando» (Pensando no assunte noilg e dia).
Nog poriodos de maior actividade, esquecia-se de comer ¢ des dormir, che-

Figura 22: [1I, p. 259.
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gando o adotcer, NEWTON falecew aog 85 anos e jaz na Abedia de
Westninster, o que representa a mais alla consagragdo prestada pelo
povo inglés a uma figura da sua histéria.

B) GorrFRIED WILHELM LEIBNIZ nascew em Leipzig, Alemanha, a
1 de Junho de 1646. A sua infineia docorrew num aembiente de apurada
cultura, O pai, professor de moral, morrew ainda novo, deizando-lhe uma
boa biblioteca ¢ a paizdo dos livros,

Ingresson aos 15 anoz ma Universidade de Leipzig, como estudante
de Direito. Mas, nas horaz vagas, lin com avidez obras filoséficas e
cientificas, principalmente de KE-
PLER, GALILEU ¢ DESCARTES, que
despertaram nele o enfusiasmo Ppela
matemdtica, Doutorow-se em Di-
reita aoz 20 anos €, passado um
ano, entrouw ao servigo do Eleitor
de Mogiincia eomo diplomata, o
que lhe permitiv viajar e relacio-
nar-se com os melhores esplritos da
época.

Em 1672 foi o Parig com a
missdo de eonvencer Luis XIV wo
tnvadir o Egipto, em vezr de etacar
a Alemanha. (A resposta, polida,
do Rei-Sol, foi lembrar-the que jd
tinha passado o tempo dag Cruza-
das), LEIBNIZ demora-se entdo qua-
fro anos em Paris, o lprimeiro centiro
intelectual dagquela- époea. Al en-
eontra HUYGHENS, oflebre flzico ma-
temdtico holandés, autor da teorin
do relégio ¢ da teoria ondulatiria da
luz; dele recebe ligies de matemdtica. Deslumbrado com a poténcia do
método matemdtico, LEIBNIZ acaba, ele préprio, por inventar o cdleulo
infinitesimal, ignorando o que NEWTON tinka eserito, mas ndo publicado,
sobre o mesmo assunto. Daqui as deplordveis controvériias a que jé fize-
mos referéncia e que envenenaram tanto @ vida de LEIBNIZ como a de
NEWTON, )

LEIBNIZ foi um espirito genial, que manifestow @ sua poténcia e ori-
ginalidade mos mais diversos dominios: wmatemdiica, légica, - filosofia,
direito, politica, religido, histéria, literatura, ete. Enquanto NEwWTON € o

Figura 23: [1, p. 260.
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matemdtico-fisico, virado para a natureza, LEIBNIZ ¢ o matemdiico-fild-
gofo, lpreocupado com os problemas do eapirito. A sua formagdo aristotélica
leva-o @ conceber um projecto grandiose aog 20 anos: num ensaio escolar,
propie-se criar um método pelo qual todo o pensamenio seja reduzido o
uma espéeie de edleulo algébrico, a que daré o nome de «Characteristica
Univerealiss (de «earacteress, simbolos algébricos). Assim, duds pessoas,
em ves de discutivem com vda palavras wm assunto qualquer, imitar-ge-iam
o fazer edlewlos, para saber qual teria razdo, Havia certamenic exagero,
talvez propositado, neste [projecto, que ¢ acompanhow toda o vida: o pen-
samento ¢ muilo mais do que simples odlewls. Mas a verdade é que o sonho
de LEIBNIZ veio o realizar-se em parte, dois séeulos depois, na logica mate-
mética ox l6gica simbolica, que tem hoje importincia Jundamental em
matemdtica, nasim como em filosofia,

Uma das aplicagées que LEIBNIZ fez do seu método légico foi a
invengio da primeira mdquina de multiplicar, dividir e extrair rafzes.
(Nots-se, de passagem, que as modernas calewladoras eleetronicas fazem
largo emprego da légica simbédlica).

Letexiz faleceu aog 70 anos ¢ foi sepultado numa obscura camipa, em
Hanover, esquecido pelos grandes ¢ poderosos, a quem toda a vida serviv,
queimando ingldrinmente grande parie das suas preciosas energias.

II. Céleulo diferencial e cdlenlo integral — A andlise infinitesimal
compreende dois ramos principais: o cfculo diferencial e o ciiculo inte-
gral. O primeiro dezenvolve, com diversas varianies, o tema das derivadas,
O adjective «diferencials tem a seguints origem: a derivada duma varid-
vel ¥ em velagdo a outre varidvel X — que ge define hoje como limite da
razdo incremental Ay/A 2 — era concebida por L¥IBNiZ, como se fosse,
ela prépria, uma razdo.

dy

em que dx representa o acréscimo infinitésimo de x (chamado difercn-
cial de 2z) e dy réprosenla, d parte um termo desprezdvel, o acréscimo
correspondente de y (chamado diferencial de ). Pareeg poiz que LEIBNIZ
conziderava aqui os diferénciais estiticamente, izto 6, como infinitésimos
actuais ¢ ndo como varidveis tendentes para zero, Seja eomo for, a verdade
é que o conceito de diferencial pide, mais tarde, ser definido de mode
correcto, ¢ a notagdo de LEIBNIZ para desigrar derivadas ainda hoje é
correntemente usada, sendo por vezes mais comoda e sugestiva do que as
outras airds indicadas.

Figura 24: [1], p. 261.
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Tanto LEIBNIZ como NEWTON tiveram dificuldade em achar g regra
do produte, presumindo que a derivada do produte fosse o produts das
derivadas dos factores. Pela sua parte, LEIBNIZ deduziu para os diferen-
ciaiz a férmula d(uv) ~udv+vdu, ¢ dagui a regra de derivagdo do
produto,

Mas foi NEwTON quem maig g¢ aproximou da fundamentacdo rigorosa
do cdleuls, insistindo na necessidade de considerar as derivadas como
limites de razées ¢ wnio como razdes de infinitésimos actuais, Ag fungies
chamava fluentes ¢ dg derivadas, fluxdes, assimilands, intuitivamente,
todo o femémemo, a wum fiuir no tempo,

O cdlenlo integral trata de uma operagdo, chamada integragio, que,
de certo modo, funciona como inversa da derivagho, Suponhamos, por
exemplo, que se conhece a velocidade dum mével como fungdo do tempo:
v=1(t); e que se procura determinar o espago percorvido pelo moével
como fungdo do tempo: g — F(t), Trata-se pois, em suma, de achar uma
fungio F(t) cuja derivada s2ja 1(t), visto que a velocidade é a derivada
de 3 em relagio a t, isto é:

v -g-: on seja  £(t) = F'(2)

Para determinar wma tal fungdo F(t) (chamada funclio primitiva
ou funcio integral da primeira, assim como estq é chamada funciio derivada
da segunda) é-se levado a pensar do seguinte modo, Entre dois instantes
infinitamente préximos ¢ e t4-dt a velocidade é comstante; entdo,
rdpresentando por ds o espago infinitésimo percorvido entre esses dois
inslantes, serd

ds=vdt ou ainda ds = f(1y &

Por conseguinte, o espago percorrido pelo mével entre dois insfantezs a ¢ b
quaisquer serd, por assim dizer, a <somas de todos oz espagos elementares
vdt, quando t varia desds a até b. Ora esta csomas & representada
pela notagdo

5

3
f\f dt ou ainda por f!‘(t) d¢

¢ denominada integral de {(t) entre a ¢ b, O sinal [ deformacdo de S
(inicial de soma) foi mbroduzido por LEIBNIZ. Foi porém NEWTON, ao que
parece, o primeiro a observar que o integral ndo deve ser concebido como

Figura 25: [1], p. 262.
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soma duma infinidade de infinitézimos, mas sim como limite de somas
finitae de quantidades que temdem |para zero, Mais precisamente, se divi-
dirmos o intervalo [a, b] num ndmero finito, n, de intervelos de com-
primento At e tomarmoy um valor t, em cada wm deles, o integral
de f(t) entre a ¢ b deverd ser o limite da soma

f(t) ot + f(te) st 4 - + f(ta) ¢,
quando At=>0 (on seja, quando n=s O ),

Poderiamog dizer, em resumo, que o cilculo diferencial se aplica d
analise doz fendmenoz, enguante o edleulo integrul ze refere @ sintese, isto 6,
d reconstituicdo dos fendmenos, na sua integridade.

11I. O paradoxo da seta e o concelto de derivada — O paradoxo da
seta (ver Noras Historicas do Cap. IV) resolve-ge e matemdtica do
seguinte modo: O estado de movimento de um corpo num determinado
instante traduz-ze, ndo pele mudanga de lugar, que seria imposaivel num
86 instante, mag sim pela velockdade de que estd awimado o corpo nesse
instante. A s¢ia 26 estaria imovel em cada tnstante, se a velocidade fosse
gempre nula, ¢ s6 entdo, de facto, é que ndo haveria movimento.

Assim, € o conceito de limits, sob as vestes do coneeito de derivada,
que vem resolver, do ponto dv vista mabemitico, mais este paradoxo de
ZeNAio,

Figura 26: [1, p. 263.
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