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Vária

Frações e Outras Representações

Dores Ferreira, Fábia Forte e Paula Rebelo
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Escola E. B. 2, 3 Abel Varzim–Barcelos
Escola E. B. 2, 3 Abel Varzim–Barcelos
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Resumo: A preocupação com o processo de ensino e aprendizagem das frações,
que se inicia no 1.◦ ciclo do Ensino Básico e se estende ao 2.◦ ciclo, uma vez
que é essencial para o desenvolvimento outros conceitos importantes, tais como
o conceito de proporção ou até mesmo das relações algébricas, bem como a con-
vicção de que se deve investir numa aprendizagem compreensiva, foi o ponto de
partida para a elaboração de um material que permitisse auxiliar professores e
alunos neste processo. Assim surgiu o baralho de cartas “Frações”, que consti-
tui um conjunto de cartas com diferentes representações de números racionais.
Neste artigo iremos apresentar algumas atividades desenvolvidas com alunos e
professores dos 1.◦ e 2.◦ ciclos do ensino básico, recorrendo ao baralho de cartas
“Frações”.

Palavras-chave: Jogo; racionais; 1.◦ e 2.◦ ciclo do ensino básico; cartas.

1 Introdução

Os números racionais, em especial as várias representações que eles poderão
assumir, constituem um dos conceitos em que os alunos apresentam mais difi-
culdades exigindo do professor uma preocupação acrescida.

Segundo Cramer e Whitney [3], são várias as dificuldades que os alunos apresen-
tam quando iniciam o estudo dos números racionais, e em particular as frações.
Uma dessas dificuldades consiste em se apropriarem da fração como um só nú-
mero, quando na sua notação esta apresenta dois números, o numerador e o
denominador. Esta dificuldade é bastante frequente e muito viśıvel em situa-
ções como a ordenação de frações unitárias, quando consideram 1

4 maior que 1
3 ,

ou na adição e subtração de frações em que os alunos adicionam e subtraem os
denominadores e os numeradores. Segundo os mesmos autores, estas dificulda-
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4 Frações e Outras Representações

des revelam que os alunos ainda não são capazes de construir mentalmente a
imagem da fração.

De acordo com vários estudos e investigações, o ensino dos números racionais e
em particular das frações, deve procurar que os alunos desenvolvam o sentido
de fração bem como outros significados que elas podem assumir como, número
decimal e percentagem, partindo de imagens e modelos concretos. Nomeada-
mente, Behr e Post [2] consideram essencial para o desenvolvimento do conceito
de fração os alunos vivenciarem diferentes situações que envolvam a repartição
e a divisão de unidades em partes. Para os autores, é necessário que os alunos
primeiramente tenham experiências f́ısicas de partições para que posteriormente
seja suficiente imaginá-las. Considerem, ainda, essencial o uso de diversos ma-
teriais manipuláveis para a representação, quer de modelos discretos, quer de
modelos cont́ınuos.

Barmby Bilsborough, Harries e Higgins [1] salientam a necessidade de os alunos
experienciarem os diferentes aspetos inerentes ao conceito de fração, recorrendo
a diferentes modelos. No entanto, afirmam que, para além da ligação entre as
diferentes representações, é importante propiciar aos alunos momentos de dis-
cussão, uma vez que estes permitem uma melhor compreensão do conceito e o
desenvolvimento da linguagem a ele associada. Segundo Clausen-May (in [1]),
apesar das limitações de tempo em sala de aula, entre outras, as investigações
revelam que é mais fácil à criança entender as frações quando elas são apre-
sentadas como a fração de “alguma coisa” do que quando são apresentadas por
números e śımbolos abstratos.

2 Brincando com frações

O baralho “Frações” é constitúıdo por 104 cartas com diferentes representações
(fração, numeral misto fracionário, numeral decimal, modelos cont́ınuos e dis-
cretos de frações e ainda percentagem). Na Figura 1 podem observar-se algumas
cartas exemplificativas dos diferentes tipos de cartas que o baralho dispõe. Cada
cor está associada a uma das diferentes representações para mesma fração, exis-
tindo cartas com fundo rosa com a mesma representação das cartas de fundo
verde para trabalhar o conceito de fração equivalente.

No âmbito de um workshop realizado com professores dos 1.◦ e 2.◦ ciclos foram
apresentadas algumas das atividades já implementadas anteriormente com os
alunos em contexto de sala de aula, onde recorrendo ao efeito motivador pro-
porcionado pelo ato de jogar e pelo material apelativo, constitúıdo pelas cartas,
se pretendia ajudar os alunos a desenvolver o sentido de número racional, um
conceito que se tem revelado dif́ıcil para os alunos destes ńıveis de ensino. Nas
diferentes tarefas e jogos apresentados, os participantes foram “convidados” a
utilizar diferentes formas de representação de um número racional–fração, nú-
mero decimal, percentagem, numeral misto fracionário e pictórica, utilizando um
baralho de cartas concebido para o efeito. Neste workshop foram dinamizadas
seis propostas de trabalho.
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Dores Ferreira, Fábia Forte e Paula Rebelo 5

Figura 1: Cartas do baralho “Frações”.

2.1 Atividade 1

Com as cartas de cor laranja, verde e rosa forma conjuntos que representem a
mesma quantidade.

2.2 Atividade 2

Com as cartas de cor laranja e de cor castanha faz pares que representem a
mesma quantidade.

2.3 Atividade 3

Com as cartas de cor verde e de cor laranja faz pares que representem a mesma
quantidade. Divide esses pares em dois grupos A e B. No grupo A coloca as
cartas que apresentam quantidades superiores a 1 e no grupo B as cartas que
apresentam quantidades inferiores a 1.

2.4 Atividade 4

Utilizam-se as cartas de cor verde e de cor laranja. Formar grupos de 3 a 5
jogadores. Baralhar as cartas e distribuir 5 cartas a cada jogador, colocando as
restantes no baralho. Sorteia-se ou define-se quem será o 1.◦ jogador e a ordem
dos jogadores. Os jogadores devem formar pares de cartas que representem a
mesma quantidade. O primeiro jogador apresenta as suas cartas, com as costas
voltadas para cima ao jogador seguinte que retira uma. De seguida retira uma
carta do baralho e verifica se fez algum par. O jogador seguinte procede de igual
modo. Perde o jogador que não conseguir ficar sem cartas.
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6 Frações e Outras Representações

2.5 Atividade 5

Utilizar apenas as cartas com representações menores que 1 das cores pretendi-
das ou com todas cores (cartas com 6 representações).

Baralham-se as cartas e distribuem-se 12 cartas pelos jogadores (grupos de 3
a 6 elementos) com as representações voltadas para baixo. Se sobrarem car-
tas, estas ficam de fora do jogo. Os jogadores, sem verem as cartas, fazem um
monte colocando-o à sua frente. O primeiro jogador retira a carta de cima do
seu monte e virando-a coloca-a no centro da mesa. O mesmo jogador terá de
dizer qual a quantidade que é necessária adicionar à carta voltada para cima de
modo a obter uma unidade. Caso acerte, fica com a sua carta voltada para cima
e joga nova carta. Se não acertar, dá a vez ao jogador seguinte para respon-
der. O jogo termina quando o primeiro jogador ficar sem cartas voltadas para
baixo e ganha o jogador que conseguir acumular mais cartas voltadas para cima.

2.6 Atividade 6–Jogo do Bingo

Neste caso utilizam-se cartões como o da Figura 2. O professor escolhe uma
carta do baralho e os jogadores têm de verificar qual a representação que é
equivalente, identificando-a com um marcador (pinos, feijão . . . ). Ganha quem
conseguir completar o cartão, dizendo “Bingo”.

Figura 2: Exemplo de um cartão do Bingo.

Após uma breve introdução ao material, onde os participantes tiveram oportu-
nidade de identificar as diferentes representações de números racionais, foram-se
apresentando as diferentes atividades. O envolvimento foi muito positivo e, al-
guns elementos, rapidamente optaram por explorar outras potencialidades das
cartas para além das atividades propostas. O Bingo foi um dos momentos mais
apreciados.

Com esta sessão pretendia-se também proporcionar aos participantes um mo-
mento para discussão sobre as atividades realizadas e sobre a pertinência do uso
deste material em sala de aula na implementação do curŕıculo. Como sugestões
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Figura 3: Atividade 1 em desenvolvimento.

de discussão foram apresentadas as seguintes questões:

– Em que medida este conjunto de cartas poderá contribuir para a aprendiza-
gem dos tópicos do programa de matemática para o 1.◦ e 2.◦ ciclos?

– Que outras atividades se poderão propor aos alunos de 1.◦ e 2.◦ ciclos utili-
zando estas cartas?

Figura 4: Exploração das cartas “Frações”.

O momento de discussão iniciou com uma análise aos diferentes pontos do pro-
grama, do 1.◦ e 2.◦ ciclo, que abrangem o trabalho com frações, culminando
com a opinião unânime de que o baralho seria uma ferramenta muito útil para
trabalhar o conceito de fração, as frações equivalentes, os numerais mistos e as
percentagens. No entanto, foi também referido que o atual programa, mais cen-
trado em procedimentos, deixa pouco espaço e incentivo para atividades em que
o carater lúdico se interliga com a aprendizagem, num processo de aprendizagem
efetiva. Os professores mostraram-se apreensivos quanto ao futuro da educação
matemática, mas a sua presença neste workshop é claramente sinal de que a
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8 Frações e Outras Representações

preocupação em ensinar o melhor posśıvel, em procurar diferentes abordagens
a conceitos em que os alunos tendem a revelar algumas dificuldades, como é o
caso dos racionais, se mantém independentemente das alterações curriculares.

Referências
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Vária

Desenvolvendo Capacidades de

Visualização Espacial:

uma Experiência no 1.◦ Ano do 1.◦ CEB

Helena Batista e Alexandra Gomes
IE- Universidade do Minho

CIEC/IE - Universidade do Minho
pg20716@alunos.uminho.pt, magomes@ie.uminho.pt

Resumo: Este artigo relata parte de uma investigação desenvolvida numa
turma do 1.◦ ano do 1.◦ ciclo do Ensino Básico, no âmbito das capacidades
de visualização espacial, especificamente, da perceção figura-fundo e da perceção
da posição no espaço. A investigação seguiu uma abordagem qualitativa e inter-
pretativa tendo consistido no desenho e implementação de uma experiência de
ensino constitúıda por doze sessões realizadas em contexto. A avaliação do pro-
jeto possibilita destacar, como principais resultados, um claro desenvolvimento
da capacidade de identificar figuras imersas noutras, a realização de aprendiza-
gens no domı́nio da reflexão e o desenvolvimento da capacidade de identificar
e desenhar figuras com simetria de reflexão. Os recursos e materiais utilizados
possibilitaram a concretização de atividades dinâmicas, motivadoras, concretas
e significativas para os alunos tendo sido essenciais para o alcance destes resul-
tados.

Palavras-chave: Visualização espacial; perceção figura-fundo; perceção da
posição no espaço; 1.◦ ciclo do Ensino Básico.

1 A geometria e as capacidades de visualização
espacial

A Geometria é definida por Clements [3] como o estudo do espaço e da forma,
em que estudámos objetos espaciais, relações e transformações. Segundo este
autor, a Geometria e o racioćınio espacial, que inclui a construção e manipula-
ção de representações mentais dos objetos, relações e transformações, formam
a base de muitas das aprendizagens matemáticas e de outras disciplinas. De
acordo com Jones [7],

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 9–22



10 Visualização Espacial

O estudo da geometria contribui para ajudar os alunos a desenvolver as capacidades de visu-

alização, pensamento cŕıtico, intuição, perspectiva, resolução de problemas, conjectura, raci-

oćınio dedutivo, argumentação lógica e prova (p.125).

O Programa de Matemática do Ensino Básico [10] apresenta como propósito
principal de ensino da Geometria o desenvolvimento do sentido espacial dos
alunos com ênfase na visualização e na compreensão de propriedades de figuras
geométricas no plano e no espaço.

Se por um lado a Geometria constitui um meio privilegiado de desenvolvimento
da intuição e da visualização espacial ([1], p. 67), por outro lado, a visualização
espacial é simultaneamente facilitadora de uma aprendizagem da Geometria, e
desenvolvida pelas experiências geométricas na sala de aula ([8], p. 13). Sobre
a relação entre a perceção espacial e a Geometria, Hoffer, em 1977, menciona
que:

Parece que as habilidades de perceção visual e os conceitos de geometria podem ser aprendi-

dos em simultâneo, uma vez que a geometria exige que os alunos reconheçam figuras, as suas

relações e as suas propriedades. A geometria informal pode ser ensinada e facilmente inclúıda

com um programa de perceção visual de modo a melhorar a perceção visual dos alunos (Hoffer

1977, p.92, citado em [4], p.126).

Na década de 60, Frostig, Horne e Miller conceberam o programa “Figuras e
Formas” para o desenvolvimento da perceção visual que definem como sendo “a
faculdade de reconhecer e discriminar os est́ımulos visuais e de interpretá-los
associando-os com experiências anteriores” ([5], p.7). Estes autores realçam a
importância da perceção visual porquanto esta “intervém em quase todas as
ações que realizámos; a sua eficiência ajuda a criança a aprender a ler, a escre-
ver, a usar a ortografia, a realizar operações aritméticas e a desenvolver outras
habilidades necessárias para ter sucesso no trabalho escolar” (p.7). O programa
referido centra-se em cinco capacidades de perceção visual, designadamente, co-
ordenação visual motora, perceção figura-fundo, constância percetual, perceção
da posição no espaço e perceção das relações espaciais que importa definir:

- A coordenação visual motora–capacidade de coordenar a visão com os movi-
mentos do corpo e das suas partes;

- A perceção figura–fundo–capacidade para focar a sua atenção nos est́ımulos
adequados;

- A constância percetual–capacidade de perceber que um objeto possui proprie-
dades invariáveis, como a forma, a posição e o tamanho apesar da variabilidade
da sua imagem na retina do olho;

- A perceção da posição no espaço–capacidade para relacionar no espaço um
objeto com o observador;

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 9–22



Helena Batista e Alexandra Gomes 11

- A perceção das relações espaciais–capacidade de um observador perceber a
posição de dois ou mais objetos em relação a si mesmo ou com cada um dos
outros.

Em 1987, Del Grande apresenta sete capacidades espaciais, cinco das quais ti-
nham sido identificadas por Frostig e Horne, apresentadas anteriormente, e mais
duas examinadas por Hoffer, nomeadamente:

- A discriminação visual–capacidade para identificar semelhanças e diferenças
entre objetos;

- A memória visual–capacidade para evocar, de maneira precisa, um objeto que
deixa de estar viśıvel e relatar as suas semelhanças e diferenças com outros
objetos que estão ou não à vista.

É fundamental que desde os primeiros anos de escolaridade, os alunos desen-
volvam capacidades de visualização através de experiências concretas com uma
diversidade de objetos geométricos e também através da utilização das tecnolo-
gias [9].

1.1 O estudo

O estudo que aqui apresentamos é parte de um projeto um pouco mais amplo,
realizado no âmbito da Unidade Curricular de Prática de Ensino Supervisionada
que integra o plano de estudos do Mestrado em Educação Pré-Escolar e Ensino
do 1.◦ Ciclo do Ensino Básico, da Universidade do Minho e apresenta como
objetivo desenvolver as capacidades de visualização, em particular a perceção
figura-fundo e perceção da posição no espaço.

1.2 Método

Este estudo foi desenvolvido numa turma do 1.◦ ano do 1.◦ Ciclo do Ensino
Básico, com 20 alunos, 12 do sexo feminino e 8 do sexo masculino e seguiu
uma abordagem qualitativa e interpretativa [2] tendo consistido no desenho e
implementação de uma experiência de ensino. De acordo com Henriques [6] o
termo experiência de ensino designa a realização de algum novo modo de ensino,
conduzido possivelmente com um pequeno número de estudantes e envolvendo
uma monitorização cuidada de forma a captar o processo de aprendizagem em
ação e as mudanças que têm lugar como resultado desse processo.

Ao todo foram planeadas 12 sessões, realizadas em contexto, com o objetivo
de desenvolver as capacidades de visualização, mais especificamente a perceção
figura-fundo e a perceção da posição no espaço. Ao longo das sessões foram
utilizados diferentes materiais estruturados como o geoplano, o tangram, o geo-
refletor e os cubos bem como um applet dispońıvel na internet. As sessões
constitúıram-se pela exploração orientada dos materiais, por momentos exposi-
tivos inerentes à abordagem de novos conceitos, pela realização das atividades
e pela apresentação e partilha dos trabalhos realizados pelos alunos.

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 9–22



12 Visualização Espacial

A maioria das tarefas práticas foi realizada pelos alunos individualmente mas
duas foram realizadas a pares. No final de cada atividade houve sempre lugar
para diálogos e reflexões conjuntos.

Ao longo do estudo o principal procedimento de recolha de dados foi a obser-
vação participante. Os dados recolhidos compreendem os trabalhos realizados
pelos alunos, os registos fotográficos e as notas de campo. Foi também elabo-
rado um pré-teste e um pós teste, com a mesma estrutura, com dez questões.
Apresentamos de seguida três das sessões desenvolvidas.

1.3 Desenvolvendo a capacidade de identificar figuras iguais
mas com orientações diferentes: o uso do geoplano

Com esta sessão pretendia-se, para além de promover a manipulação do geo-
plano, proporcionar a construção de figuras geométricas e desenvolver a capaci-
dade de identificar figuras iguais mas com orientações diferentes.

Inicialmente foi feita a apresentação do material, através da sua observação,
tendo-se constatado que nenhum aluno conhecia o geoplano que constitúıa as-
sim uma novidade perante a qual todos demonstraram interesse, curiosidade e
entusiasmo. Foram exploradas as suas caracteŕısticas e funcionalidade, ou seja,
que a sua forma é quadrangular, possui pinos e elásticos de variadas cores que
permitem realizar construções. A participação dos alunos neste diálogo inicial
baseou-se praticamente na descrição do material através da sua observação.

Seguidamente realizou-se a exploração livre e individual do geoplano. Alguns
alunos inicialmente tiveram dificuldade em manusear os elásticos uma vez que
não os abriam, colocavam-nos apenas à volta dos pinos.

Foram surgindo construções muito diferentes, constitúıdas por figuras geomé-
tricas isoladas ou integradas em elementos do quotidiano (Figura 1), que foram
partilhadas com os colegas e cada aluno selecionou uma para registar na folha
de registo.

Figura 1: Construções realizadas na exploração livre do geoplano.
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Helena Batista e Alexandra Gomes 13

Posteriormente passou-se à construção orientada de figuras geométricas que
principiou com a construção de figuras com três e quatro lados. De imediato
alguns alunos referiram que as figuras com três lados eram triângulos. Relati-
vamente às construções, ainda que a maior parte dos alunos tenha representado
triângulos isósceles e com 1 ou 2 lados paralelos às bordas do geoplano, surgi-
ram alguns triângulos menos comuns, como por exemplo, alguns da Figura 2.
Esses triângulos foram partilhadas com a turma através da sua reprodução no
geoplano virtual. Novamente, cada aluno selecionou uma figura para registar
na folha de registo.

Figura 2: Construções de figuras com três lados.

Relativamente à construção de figuras com quatro lados, uma vez mais se cons-
tatou que a maioria dos alunos desenhou retângulos e/ou quadrados. Contudo,
alguns alunos fizeram outras figuras como trapézios e losangos. As figuras menos
comuns foram partilhadas com a turma através da sua reprodução no geoplano
virtual tendo-se verificado que tinham quatro lados e portanto também são qua-
driláteros.

Figura 3: Construções de figuras com quatro lados.
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Posteriormente foi proposta a construção de figuras com cinco e com seis lados
que se revelou mais dif́ıcil para a maioria dos alunos. Uma das principais dificul-
dades teve a ver com contagem do número de lados visto que alguns contavam
como lado o espaço entre dois pinos e não entre o primeiro e último envolvidos
pelo elástico numa determinada direção. No final e à semelhança das ativida-
des anteriores, foram partilhadas as figuras constrúıdas, de forma a ampliar o
conhecimento de todos no âmbito das figuras não convencionais, e foi feito o
registo, na folha de registo, de um exemplo de cada.

Figura 4: Construções de figuras com cinco e seis lados.

Foi ainda proposta a reprodução de um barco que estava projetado no geoplano
do quadro interativo. A vela do barco que possúıa a forma de um triângulo
escaleno foi o elemento que causou mais dúvidas uma vez que alguns alunos
começaram por fazer uma vela com a forma de um triângulo isósceles, demons-
trando assim dificuldades de visualização. O manuseamento do geoplano foi na
generalidade bem conseguido, contudo alguns alunos necessitaram de um apoio
regular. A passagem para o geopapel revelou-se dif́ıcil para alguns alunos.

Figura 5: Folhas de registo das construções realizadas no geoplano.

Os alunos demonstraram interesse e entusiasmo com este material e foram sem-
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pre muito participativos.

1.4 Desenvolvendo a capacidade de ver partes no todo: o
uso do tangram

Com a presente sessão, que permitiu aos alunos conhecer e explorar um novo
material estruturado, o tangram, pretendia-se proporcionar a construção de di-
versas figuras através de sobreposição com e sem o limite das peças que as
constituem.

O material foi apresentado aos alunos e foram-lhes colocadas algumas questões,
designadamente, se o conheciam, se sabiam o seu nome e se alguma vez tinham
tido a possibilidade de o manusear. Alguns alunos demonstraram conhecer o
material e ter trabalhado com ele no Pré-Escolar mas apenas um deles referiu
o nome. Outra aluna referiu que todas as peças formam um quadrado e assim
se iniciou a descoberta das peças que o constituem. Inquiridos sobre se sabiam
por quantas peças o tangram é constitúıdo uma aluna referiu que tinha cinco
triângulos. Observaram então os cinco triângulos e outra aluna referiu que ti-
nha dois grandes e dois pequenos e uma outra que tinha um médio. Faltavam
então duas peças, designadamente, o quadrado, que todos identificaram, e o
paralelogramo que nenhum aluno reconheceu. Viu-se que tinha quatro lados
e então perguntou-se se ainda se lembravam do nome das figuras com quatro
lados. Ninguém se lembrava apenas um aluno referiu “quadŕıculos” pelo que se
disse que eram quadriláteros e que esta figura, em particular, se denominava
paralelogramo. Note-se que a intenção não era a de que os alunos aprendessem
ou memorizassem estas denominações, apenas surgiram no decorrer do diálogo.
Seguiu-se a exploração livre e individual do tangram de forma a que todos os
alunos se familiarizassem com o mesmo.

Figura 6: Construções realizadas na exploração livre do tangram.

A exploração orientada principiou com a construção de duas figuras através de
sobreposição das peças sobre uma folha em que os limites de cada peça eram
viśıveis. Todos os alunos conseguiram realizar as construções, ainda que com
ritmos diferenciados, sendo que a única peça que causou dificuldade foi o pa-
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ralelogramo uma vez que os alunos não estavam a conseguir sobrepor a peça
corretamente pois apesar de a rodarem não a viravam. Nesta atividade uma
aluna descobriu que juntando dois triângulos obtinha um quadrado e partilhou
a sua descoberta com a turma.

Figura 7: Construções realizadas através de sobreposição.

Seguidamente os alunos realizaram a construção de outras duas figuras mas
tendo apenas como orientação o limite da figura impressa numa folha. A mai-
oria dos alunos sentiu dificuldades e necessitou de mais tempo, relativamente à
atividade anterior, para a sua realização. Ainda assim muitos alunos fizeram-no
de forma autónoma sempre ativos na tentativa de conseguir, enquanto outros
alunos necessitaram de apoio.

Figura 8: Construções realizadas pelo limite da figura.

Por fim, foi colocado o desafio aos alunos de tentarem fazer um quadrado (e
depois um triângulo) usando todas as peças do tangram sem possuir nenhuma
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referência. Os alunos exploraram e tentaram fazer cada uma das figuras durante
cinco/dez minutos mas ninguém conseguiu pelo que se optou por projetar, no
quadro interativo, a imagem de um quadrado (e de um triângulo) constrúıdo

com as peças do tangram e propor aos alunos a sua reprodução. À exceção de
quatro alunos todos conseguiram.

As diversas propostas de atividades constitúıram um verdadeiro desafio para os
alunos que participaram ativamente e de forma entusiasmada ao longo da sessão,
apesar de alguns já conhecerem o tangram e o terem manuseado. Relativamente
à última atividade verificou-se um desafio muito exigente uma vez que nenhum
aluno conseguiu construir as figuras pedidas demonstrando, assim, dificuldade
na construção da figura que era o fundo de outras.

1.5 Desenvolvendo as capacidades de identificar figuras
geométricas imersas noutras e de traçar eixos de si-
metria: o uso do origami

Nesta sessão pretendia-se desenvolver, nos alunos, a capacidade de identificar
figuras geométricas imersas noutras e de traçar eixos de simetria de uma figura,
explorando assim as duas capacidades de visualização espacial em estudo.

Inicialmente os alunos constrúıram um barco em origami seguindo as orienta-
ções dadas e exploraram as figuras resultantes de cada dobra realizada. Após
terminarem as dobragens observaram o resultado e em conjunto perceberam que
a figura apresentava simetria de reflexão na vertical.

Figura 9: Barcos em origami constrúıdos pelos alunos.

De seguida foi distribúıda uma ficha de trabalho que continha a representação,
no plano, das dobragens do barco (Figura 10). Com base nessa representação,
era pedido aos alunos que contassem os quadrados da figura. Esta questão mos-
trou que alguns alunos ainda apresentam dificuldade em contabilizar a figura
que dá origem a outras. Depois da exploração, a maioria percebeu que se tinha
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esquecido de contar o quadrado que era fundo dos restantes.

Na segunda questão, os alunos tinham de identificar se a figura apresentava
simetria de reflexão, traçando o(s) eixo(s) em caso afirmativo. Alguns alunos
conseguiram identificar os eixos de simetria mas a maioria marcou também
eixos na vertical e horizontal que não eram eixos de simetria. Assim fez-se uma
exploração conjunta da imagem e com o contributo dos alunos e com a análise
dos pormenores verificou-se que não apresentava simetria de reflexão na vertical
nem na horizontal mas apenas segundo as diagonais.

Figura 10: Ficha de trabalho.

1.6 Em jeito de avaliação

A avaliação da experiência decorreu da análise dos diferentes instrumentos de
recolha de dados utilizados ao longo das intervenções, dos quais se destacam o
pré-teste e o pós-teste. Com a realização do pré-teste foi posśıvel aferir a necessi-
dade de desenvolvimento de ambas as capacidades. Em particular, nenhum dos
alunos conseguiu identificar uma figura geométrica que era o fundo de outras
figuras geométricas com a mesma forma.

Com a realização do pós-teste foi posśıvel verificar um significativo progresso
nas respostas dadas comparativamente com o pré-teste. Em todas as questões
a maioria dos alunos respondeu de forma correta como é posśıvel observar na
Tabela 1.
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Q.1 Q.2 Q.3 Q.4 Q.5 Q.6 Q.7 Q.8 Q.9 Q.10 Q.11 Q.12
Pré-teste 15 19 11 0 17 14 13 16 16 4 − −
Pós-teste 17 20 16 13 18 20 16 19 16 16 13 15

Tabela 1 - Resultados dos Dois Testes.
Nota: Os valores apresentados correspondem ao número de respostas corretas.

Em algumas questões, verifica-se uma diferença bastante significativa entre am-
bos os testes pelo que apresentamos três exemplos que caracterizam algumas
das respostas e dos progressos realizados.

Na questão número quatro era pedido aos alunos que identificassem o número de
quadrados da figura. No pré-teste nenhum aluno respondeu corretamente uma
vez que todos os alunos identificaram apenas quatro quadrados. No pós-teste
verificou-se uma significativa melhoria uma vez que treze alunos conseguiram
responder corretamente identificando os cinco quadrados.

Figura 11: Resposta à questão quatro do pré-teste.

Figura 12: Resposta à questão quatro do pós-teste.
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Na questão número seis era solicitado aos alunos que assinalassem com “X” o
intruso da imagem. Apesar de no pré-teste se verificar um número elevado de
respostas corretas verificou-se uma melhoria muito significativa e no pós-teste
todos os alunos conseguiram responder corretamente.

Figura 13: Questão seis do pré-teste.

Figura 14: Questão seis do pós-teste.

A questão número dez integrou o pré-teste de forma a que fosse posśıvel perceber
quais os conhecimentos intuitivos dos alunos no âmbito da simetria de reflexão.
Era solicitado aos alunos que completassem a sequência o que apenas consegui-
ram fazer quatro alunos, enquanto que a maioria reproduziu a sequência dada.

Após todo o trabalho desenvolvido verificou-se o desenvolvimento de conheci-
mentos neste domı́nio que resultaram num número bastante elevado de respostas
corretas no pós-teste.
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Figura 15: Questão dez do pré-teste.

Figura 16: Questão dez do pós-teste.

No âmbito da capacidade perceção figura fundo, os alunos realizaram uma série
de atividades, utilizando diversos materiais que lhes permitiram desenvolver a
capacidade de identificar figuras imersas noutras. A partir da análise dos da-
dos é posśıvel constatar um claro desenvolvimento da capacidade de identificar
figuras imersas noutras.

Relativamente à capacidade perceção da posição no espaço, privilegiou-se a iden-
tificação de figuras iguais mas com orientações diferentes, a identificação de fi-
guras com simetria de reflexão, o desenho de figuras simétricas em relação a um
eixo (horizontal ou vertical) e ainda o desenho/identificação de eixos de sime-
tria. Verificou-se que os alunos realizaram aprendizagens no domı́nio da reflexão
e desenvolveram a capacidade de identificar e desenhar figuras com simetria de
reflexão.

Os recursos e materiais utilizados possibilitaram a concretização de atividades
dinâmicas, motivadoras, concretas e significativas para os alunos tendo sido
essenciais para o alcance destes resultados.

Referências

[1] Abrantes, P., Serrazina, L., Oliveira, I., Loureiro, C., Nunes, F., A
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introdução à teoria e aos métodos, Porto Editora, 1994.

[3] Clements, D. H., “Geometric and Spatial Thinking in Young Children”,
1998.
Retirado em Maio de 2013 de http://www.eric.ed.gov/PDFS/ED436232.pdf

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 9–22
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Educação e Matemática, 26, pp. 13-17, 1993.
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Leonel Vieira
Agrupamento de Escolas Santos Simões

leonelvv@gmail.com

Resumo: Neste artigo apresentaremos uma história do livro infanto-juvenil
“Quando as Estrelas se Transformam em Números” de Leonel Vieira. Esta
obra, composta por seis histórias, abarca o sistema de numeração posicional de-
cimal, os números triangulares, o quadrado como caso particular de retângulo,
relações numéricas, o algoritmo da divisão por quocientes parciais e, por fim,
o significado de n num contexto de uma sequência figural. Ao longo de seis
histórias diversos conteúdos matemáticos são abordados, possibilitando o esta-
belecimento de conexões entre português e matemática, num contexto de sala
de aula, em ambientes familiares ou outros. O livro é indicado para crianças a
partir do 3.◦ ano de escolaridade e espera-se que o leitor descubra a beleza da
matemática. Neste artigo, apenas se abordará a última história do livro intitu-
lada o “Poderoso n”, em que o n é assumido como qualquer número.

Palavras-chave: Matemática no 1.◦ CEB; conceito de pensamento algébrico;
generalização; conjetura; explicação.

1 Introdução

O pensamento algébrico assume uma importância fundamental no 1.◦ CEB, o
qual pode ser transposto para a sala de aula através da algebrização do curŕıculo
escolar. Este propósito não implica a introdução de mais conteúdos programá-
ticos, mas o aproveitar dos conteúdos presentes no programa de matemática e a
sua algebrização. Assim, o professor deverá estar atento às oportunidades, com
que é confrontado no dia-a-dia, para dinamizar e desenvolver o pensamento al-
gébrico dos seus alunos. Por exemplo, um problema tão simples como: Quantas
pernas têm 5 gatos?, poderá ser algebrizado, através da colocação de questões
que apelem à variância como, por exemplo, e se for 1 gato? E se forem 8 ga-
tos? E se forem 100 gatos?. . . Aqui os alunos têm oportunidades de estabelecer
relações entre quantidades que variam e desenvolver o pensamento funcional.
Por outro lado, o professor deverá aproveitar as produções e intervenções dos
alunos (sejam escritas ou orais) e vê-las como oportunidades para desenvolver
o pensamento algébrico, através de questões que, de forma natural, levem à ge-
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neralização e à procura da estrutura e relações.

Embora não haja uma definição unânime de pensamento algébrico entre os edu-
cadores matemáticos, contudo, há diversos aspetos que se podem considerar
consensuais. O pensamento algébrico assenta, entre outros aspetos, na genera-
lização, no conjeturar, no explicar, na procura de padrões e regularidades, na
procura do que é igual e do que é diferente, do que se mantém e do que va-
ria. Ao ńıvel do 1.◦, é essencial um trabalho abrangente com o sinal de igual,
que não se circunscreva a uma visão procedimental ou operacional do mesmo,
mas que desenvolva e implique uma visão relacional e estrutural, a qual é de
extrema importância na resolução de equações na álgebra formal nos ciclos de
escolaridade posteriores. O trabalho com o sinal de igual deve assentar no de-
senvolvimento, entre outros, do pensamento relacional. Um outro aspeto a evi-
denciar, é o desenvolvimento do pensamento estrutural através, por exemplo, da
compreensão das propriedades dos números e das operações e das relações entre
operações. A modelação revela-se, igualmente, como um aspeto que possibilita
o desenvolvimento de esquemas de representação poderosos, envolvendo relações
quantitativas, assente numa melhor compreensão das relações envolvidas.

2 O poderoso n

Texto de Leonel Vieira; ilustração de Alexandre Reis (ver também [1])

Num dia da última quinzena de julho, estava com os meus pais na praia.

Levantámo-nos cedo e estivemos no areal até por volta das onze horas.

Regressámos a casa e, depois do almoço, como estava um dia tórrido, decidimos
fazer uma sesta. Relaxámos suavemente na espreguiçadeira, até o sono tomar
conta das nossas vontades e decidir por si próprio. Quando dei por mim, já
estava no reino dos sonhos acompanhado da minha boa amiga de longa data.
Muito sorridente, a Criaturinha Pequenina apareceu, como por magia, sentada
em cima dum cilindro. Eu fiquei muito feliz. Já tinha saudades dela!

- Sabias que muitos matemáticos chamam à Matemática a ciências dos padrões?
- perguntou a Criaturinha Pequenina. Eu tive de revelar a minha ignorância e
responder negativamente. A Criaturinha Pequenina continuou:

- Um dos objetivos da Matemática é a procura de generalizações como, por
exemplo, pesquisar situações particulares - caso a caso - e construir uma lei que
se aplique a todos os casos. Os matemáticos adoram procurar o que é comum e
o que é diferente.

A Criaturinha Pequenina, entretanto, tirou do bolso um papel e desdobrou-o.
No papel apenas tinha uma sequência de figuras que cresciam, ficavam cada vez
maiores.
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(. . .)

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

- Vê com muita atenção as diversas figuras. O que observas? - perguntou a
Criaturinha Pequenina. De imediato, respondi:

- São formadas por quadrados pequeninos e cada figura tem mais quadrados que
a anterior e . . . - pensei um pouco e acrescentei - todas as figuras fazem lembrar
uma cruz perneta.

- Cruz perneta?! AH! AH! AH!! AH! AH!! A Criaturinha Pequenina soltou uma
gargalhada tão estridente que quase me acordava e lá se ia o meu belo sonho.

Virou-se para mim, pedindo-me que eu constrúısse as duas figuras seguintes
da sequência, o que fiz de modo correto, tendo recebido parabéns pelo meu
desempenho. Mas, de imediato, questionou-me se eu tinha contado o número
de quadrados em cada figura. Eu, desta vez, respondi afirmativamente.

O maior desafio, um desafio absolutamente fantástico, como posteriormente vim
a constatar, foi quando a Criaturinha Pequenina perguntou como poderia eu des-
cobrir quantos quadrados teria uma qualquer figura da sequência. Confesso que
primeiro fiquei atónito, pois não percebi ao certo o que pretendia. A Criaturinha
Pequenina, vendo-me hesitante, afirmou:
- A primeira figura tem 4 quadrados, a segunda figura tem 7, a terceira figura
tem 10 . . . Então, quantos quadrados terá a vigésima quinta figura ou a centé-
sima, ou outra qualquer . . .

- Mas como posso desvendar tal? - perguntei-lhe apreensivo.

A Criaturinha Pequenina ia a acrescentar alguma coisa, quando, de repente,
senti uma mão a afagar o meu antebraço esquerdo. Era a minha mãe a dizer
que estava na hora de irmos novamente até à praia. Olhei para o relógio, mar-
cava exatamente 16 h 54 min 9 s, era muita coincidência, pois a configuração
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dos ponteiros fazia-me lembrar qualquer coisa . . .

Quando estávamos na praia, não me sáıa da cabeça o meu último sonho. Com
um pau de gelado, desenhei algumas das figuras da sequência na areia. Observei-
as com muita atenção. Questionava-me como poderia descobrir o número de
quadrados de uma qualquer figura da sequência. O tempo estava quente e
pachorrento mas, por outro lado, parecia que passava a correr. Eu não sou de
desistir! A minha mãe diz-me muitas vezes que sou demasiado persistente. Deve
ser para não me chamar teimoso e casmurro.

O tempo rápido e quente continuava a passar por mim, até que me lembrei
de uma das frases que a Criaturinha Pequenina tinha dito: “Os matemáticos
adoram procurar o que é comum e o que é diferente”. Então, observei novamente
as figuras durante o tempo suficiente, nem eu sei quanto foi, para verificar que
havia um quadrado que permanecia igual em todas as figuras. Aproveitei uns
seixos que rolavam ao sabor das ondas e coloquei-os estrategicamente.

(. . .)

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Eu tinha a sensação de que a solução estava próxima. Irradiava alegria, sentia
uma felicidade indescrit́ıvel. Lancei a minha conjetura, a minha tentativa de
resolver a questão colocada pela Criaturinha Pequenina.

Pensei assim: as pernas de cada figura tinham o mesmo número de quadrados
que o número da figura. Como cada figura tinha 3 pernas, então só tinha de
multiplicar o número da figura por três . . . e depois acrescentar o tal quadrado
que tinha assinalado com o seixo, pois este existia em todas as figuras como
ponto de encontro das pernas das figuras. Se reparares com atenção, verificas
que, por exemplo, a figura 4 tem 3 pernas e cada perna tem 4 quadrados, à qual
devemos acrescentar um quadrado (o que tem o seixo).

A minha euforia desmedida era tanta que até escrevi por baixo das figuras que
tinha desenhado na areia:

Número de Quadrados da Figura = 3×Número da Figura+1

Estive a contemplar o meu trabalho, enquanto pude, embora soubesse que a
próxima maré cheia levaria consigo os meus pensamentos. Sentia-me um mate-
mático . . .
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Nessa noite, estava em pulgas para adormecer e poder encontrar a Criaturi-
nha Pequenina. Deitei-me e o entusiasmo era tanto que me custou a adormecer.
Adormeci e, logo pouco tempo depois, apareceu a Criaturinha Pequenina sen-
tada em cima do travesseiro, com um ar muito impaciente.

- Então, tens alguma coisa para me dizer?

- Sim! - respondi efusivamente - Já sei como encontrar o número de quadrados
de qualquer figura da sequência. Multiplica-se o número da figura por três e
depois adiciona-se um e obtém-se o número total de quadrados.

- Excelente! - disse a Criaturinha Pequenina, acrescentando - Então, quantos
quadradinhos terá a figura número 75 da sequência?

- Hum!! 75× 3 = 225 e depois faz-se 225 + 1 = 226.

- Excelente! Agora preenche a seguinte tabela - disse isto enquanto tirava da
algibeira um papel onde tinha a seguinte tabela.

Número da Figura 1 2 3 4 5 6 7 8 (. . . ) n
Número de Quadrados

- Sem grandes dificuldades, preenchi-a do seguinte modo:

Número da Figura 1 2 3 4 5 6 7 8 (. . . ) n
Número de Quadrados 4 7 10 13 16 19 22 25 (. . . )

O problema foi quando olhei para a tabela e não percebi para que eram as
reticências e a letra n. A Criaturinha Pequenina explicou que as reticências
eram uma espécie de aviso para indicar que os números das figuras já não eram
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consecutivos e que o n significava uma figura qualquer. Como a Criaturinha Pe-
quenina percebeu pela minha cara que eu não tinha entendido, explicou melhor.

- O n significa que pode ser substitúıdo por qualquer número da figura, ou seja,
se eu quero encontrar o número de quadrados da figura 25 da sequência, então
vou substituir o n por 25.

- Já percebi, mas o que é que ponho na quadŕıcula do número de quadrados,
por baixo de n, se não sei qual a figura que queres?

- Boa pergunta! Lembras-te da frase que disseste antes sobre como encontrar o
número de quadrados de qualquer figura?

- Claro que sim! - exclamei - Multiplica-se o número da figura por três e depois
adiciona-se um e obtém-se o número total de quadrados.

- Então, agora tenta substituir o “número da figura” por n.

- Já sei, escrevia n× 3 + 1 ou 3× n+ 1.

- Excelente! Magńıfico! Soberbo! - exclamou eufórica a Criaturinha Pequenina.
Tamanhos elogios deixaram-me levemente ruborizado.

Tal como tinha aparecido, a Criaturinha Pequenina desapareceu de um instante
para o outro, dando a sensação que se tinha eclipsado no travesseiro.

De manhã, levantei-me extremamente feliz e sorridente, pois tive mais um sonho
absolutamente fantástico e tinha conhecido o poderoso n.

Os sonhos têm-me levado a pensar que devemos despertar a Criaturinha Peque-
nina que existe dentro de nós.
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3 Abordagem da história em contexto de sala
de aula [2]

Esta história apresenta uma sequência figural de crescimento, em que é desta-
cada a importância de ver o que é igual e o que é diferente, na procura de leis
de formação em sequências. Este aspeto pode ser de fundamental importância
no estudo de padrões. Deste modo, a eventual orientação do professor deverá
ter uma intencionalidade pedagógica. Neste caso concreto, poderá basear-se na
importância de evidenciar o que se mantém (na sequência) e o que varia e como
varia, no estabelecer de relações entre a ordem do termo e o número de quadra-
dos do termo.

A Matemática – como ciência dos padrões – realça a importância de trabalhar
com tarefas envolvendo padrões e regularidades, as quais se revelam funda-
mentais para o desenvolvimento do pensamento algébrico. Tarefas envolvendo
sequências e padrões permitem a progressiva construção de generalizações (pró-
ximas e distantes), sendo este aspeto igualmente primordial no estudo da ma-
temática. Sequências (figurais ou numerais) permitem o desenvolvimento do
pensamento sequencial e do pensamento funcional.

No decorrer desta história, a t́ıtulo de exemplo, uma sequência figural é apresen-
tada, mas o professor deverá procurar e/ou construir sequências de números e de
figuras que possibilitem confrontar os alunos com a importância de generalizar.
Aos alunos deverão ser dadas amplas oportunidades de se confrontarem com ta-
refas (significativas) deste tipo, onde possam continuar os termos da sequência
e lhes permitam efetuar generalizações próximas e distantes. Um outro aspeto
que não deve ser descurado é a apresentação e discussão dos resultados alcan-
çados pelos alunos.

Nesta história também é introduzido, de forma intencional, o termo n como
significando qualquer número. Parece-nos que o contexto apresentado poderá
constituir-se favorável à introdução do n enquanto variável, já que o mesmo é
apresentado dentro de um modo que nos parece natural e significativo. Assim,
o contexto apresentado poderá permitir e levar a uma boa apreensão, por parte
dos alunos, do significado de n (como qualquer número) e possibilitar-lhes uma
melhor compreensão do conceito de variável e/ou incógnita.
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2011.

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 23–30
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Resumo: A aprendizagem da matemática no ensino básico exige a procura de
estratégias suportadas por tecnologias e recursos atuais e inovadores que façam
parte da época em que vivemos e do mundo tecnológico em que os alunos se
encontram. Neste artigo defendemos a aprendizagem da matemática nos di-
versos contextos de aprendizagem, contextos informais, não formais e formais,
admitindo que a matemática aprendida em cada contexto de aprendizagem pode
contribuir para a melhoria das aprendizagens nos outros contextos. Considera-
mos que a utilização de recursos educativos abertos (REA) nos vários contextos
de aprendizagem constitui um elemento fundamental para apoiar a aprendizagem
da matemática. Apresentamos exemplos de repositórios e de sites com recursos
educativos digitais e a exploração de um REA no âmbito da matemática, ao
ńıvel do ensino básico.

Palavras-chave: Matemática do Ensino Básico, contextos de aprendizagem,
recursos educativos abertos.

1 Introdução

O ensino e a aprendizagem da matemática no ensino básico estão muito asso-
ciados ao contexto formal de ensino, constitúıdo, de um modo geral, por ins-
tituições escolares, professores e alunos. Assim, pensar no contexto formal de
ensino e aprendizagem da matemática implica conhecer o programa e as metas
curriculares para o ensino da matemática, provenientes do Ministério da Edu-
cação e Ciência, e tentar que os alunos, em cada um dos ciclos, 1.◦, 2.◦ e 3.◦,
atinjam os objetivos previstos para esse ciclo, no sentido de poderem ter sucesso.
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Num páıs organizado e desenvolvido, os programas curriculares e as metas cur-
riculares constituem orientações fundamentais para professores, alunos e insti-
tuições escolares desenvolverem o seu papel sem sobressaltos e de uma forma
consistente e apoiada.

Do programa de matemática, de acordo com Bivar, Grosso, Oliveira, e Timó-
teo [3], “Destacam-se três grandes finalidades para o Ensino da Matemática:
a estruturação do pensamento, a análise do mundo natural e a interpretação
da sociedade” (p. 2). Admitindo as finalidades referidas e sem por em causa
as vantagens do ensino formal, somos de opinião que em estreita ligação com o
ensino formal devem ser valorizados e explorados os contextos de ensino não for-
mais e informais para a aprendizagem da matemática, recorrendo a abordagens
de ensino e aprendizagem atuais e inovadoras que utilizem, entre outros, recur-
sos educativos digitais e de uma forma particular, recursos educativos abertos
(REA).

Neste sentido, com este artigo pretende-se fomentar nos professores de mate-
mática e nos seus alunos um novo olhar sobre os contextos de aprendizagem da
matemática, nomeadamente sobre os contextos formais, não formais e informais
de aprendizagem da matemática, fundamentar estes contextos, bem como os re-
cursos educativos abertos, considerando-os meios poderosos de apoio ao ensino
e à aprendizagem da matemática.

Segue-se o desenvolvimento do tema recursos educativos abertos nos contextos
de ensino e aprendizagem da matemática, subdividido nos tópicos: contextos de
aprendizagem da matemática, recursos educativos abertos, e abordagens para
o ensino e aprendizagem da matemática no ensino básico com a utilização dos
REA. O artigo termina com considerações finais e referências bibliográficas.

2 Recursos Educativos Abertos nos Contextos
de Ensino e Aprendizagem da Matemática

A utilização de qualquer recurso educativo implica o conhecimento do recurso,
suas caracteŕısticas e potencialidades, e a existência de estratégias de ensino e
aprendizagem que beneficiem da sua utilização, contribuindo não só para rela-
cionar os conteúdos de aprendizagem com os objetivos de aprendizagem, mas
essencialmente fazer com que os objetivos de aprendizagem sejam atingidos.
Para Starobinas [15], a disseminação de uma cultura de uso de recursos educa-
tivos abertos na educação básica passa pela inclusão dos alunos no processo de
autoria, quer das atividades regulares associadas ao curŕıculo, quer estimulando
iniciativas autónomas de produção de conteúdos em atividades complementares.
Assim, no sentido de contribuirmos para a utilização dos recursos educativos
abertos (REA) nos contextos formais, não formais, e informais de aprendiza-
gem da matemática, apresentamos as caracteŕısticas e alguma fundamentação
dos contextos de aprendizagem da matemática, dos recursos educativos abertos
e exemplos de abordagens para o ensino e a aprendizagem da matemática no
ensino básico com a utilização dos REA.
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2.1 Contextos de Aprendizagem da Matemática

Considerando o ensino formal como a grande alavanca para a aprendizagem da
matemática no ensino básico, não deixam de ser relevantes as relações e cone-
xões entre os contextos de aprendizagem formal e os contextos de aprendizagem
informal e não formal. Apresentamos os conceitos de aprendizagem formal, não
formal e informal, baseados nas opiniões de Eshach [10]. Assim, consideramos
que a aprendizagem formal ocorre essencialmente na escola, é programada, ori-
entada pelo professor, estruturada, sequencial, e avaliada; a aprendizagem não
formal ocorre geralmente fora da escola, é programada, orientada, estruturada,
não sequencial e, geralmente, não é avaliada; a aprendizagem informal ocorre
geralmente fora da escola em contextos do quotidiano e de lazer, é não progra-
mada, orientada pelo aluno, geralmente não estruturada, não sequencial, e não
avaliada.

Como śıntese, apresentamos na Figura 1 uma representação dos três contextos
de aprendizagem referidos.

Figura 1: Contextos de aprendizagem

Os contextos de aprendizagem referidos não são exclusivos da aprendizagem da
matemática, mas podem ser explorados e articulados de uma forma dinâmica e
inovadora no processo de ensino e aprendizagem da matemática, fazendo com
que a aprendizagem em cada um dos contextos possa contribuir para beneficiar,
enriquecer e completar o processo de aprendizagem nos outros contextos.

De um modo geral, enquanto a aprendizagem formal ocorre dentro da escola,
a aprendizagem não formal e a aprendizagem informal ocorrem fora da escola.
Salientamos alguns exemplos de contextos e respetivas aprendizagens:

- Contexto formal: aprendizagem ocorre em sala de aula, sendo programada e
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apoiada pelo professor, é estruturada de acordo com objetivos, conteúdos e com
estratégias bem definidas, abordando-se conteúdos matemáticos, de uma forma
sequencial, associados aos temas números e operações, geometria e medida, or-
ganização e tratamento de dados, temas que fazem parte do programa oficial de
matemática do ensino básico, terminando o processo com a avaliação dos alunos
e respetiva classificação;

- Contexto não formal: aprendizagem que ocorre de uma forma programada,
orientada, estruturada, em geral de uma forma não sequencial e não avaliada,
como sejam a aprendizagem resultante da realização dos trabalhos de casa, ou
da participação em eventos que promovam a aprendizagem da matemática e as
estratégias de ensino e aprendizagem que lhe estão associadas, como ProfMat,
Olimṕıadas de matemática, e encontros nacionais e internacionais associadas ao
ensino e à aprendizagem da matemática;

- Contexto informal: aprendizagem que ocorre geralmente fora da escola e de
forma não programada, dependente da motivação do aluno para aprender a par-
tir de situações do quotidiano ou de lazer, é não estruturada, não sequencial e
não avaliada. Como exemplo de utilização da aprendizagem informal destaca-
mos a forma como alguns construtores definem a posição perpendicular da base
das paredes de uma casa a construir. O processo começa com a fixação de um
ponto que será um dos cantos da casa, a partir desse ponto, com a utilização de
uma corda fixa nesse ponto encontram dois outros pontos que distam daquele,
respetivamente, 3 metros e 4 metros e entre eles 5 metros, dessa forma, intui-
tivamente, constroem um triângulo retângulo. Assim, o ponto fixado (canto) e
os catetos desse triângulo constituem a orientação para o ińıcio das paredes da
casa. Aplicando o teorema de Pitágoras, verifica-se que 52 = 32+42 garantindo-
se que o triângulo considerado é retângulo e que o ângulo definido pelo canto e
pelas bases das paredes é reto.

Outro exemplo de utilização da aprendizagem informal, sobressai no pequeno
comércio quando se pergunta ao comerciante como define os preços tendo em
conta a margem de lucro pretendida. De um modo geral, o comerciante res-
ponde, dizendo que multiplica o preço de custo do objeto por 1, b, sendo b%
a margem de lucro, ou seja, se por exemplo o lucro pretendido for de 15% ou
17%, o comerciante multiplicará o preço de custo do objeto por 1, 15, ou por
1, 17, respetivamente. O procedimento está correto, pois se o preço de custo do
objeto é c e vai ser vendido com um lucro de 15%, o preço final é c+ 0, 15c que
é o mesmo que c× 1, 15, pois c+ 0, 15c = c× (1 + 0, 15) = c× 1, 15.

Como elementos que poderão contribuir para apoiar a aprendizagem da mate-
mática em cada um dos contextos referidos, e de uma forma articulada entre os
vários contextos, destacamos os recursos educativos abertos.

2.2 Recursos Educativos Abertos

Dos recursos que merecem grande atenção de instituições, investigadores, pro-
fessores e alunos destacam-se os recursos educativos digitais, os quais não é fácil
definir devido à sua complexidade e às múltiplas dimensões que envolvem.
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Ramos, Teodoro e Ferreira [13] consideram os recursos educativos digitais como
entidades digitais produzidas especificamente para fins de suporte ao ensino e
à aprendizagem, acrescentando que numa perspetiva mais abrangente podem
também ser considerados todos os tipos de recursos digitais com intencionali-
dade educativa intŕınseca. Dos recursos educativos digitais que têm particular
importância nos contextos de aprendizagem salientam-se os recursos educativos
abertos (REA). Embora os REA, não sejam apenas recursos digitais, vamos en-
fatizar no contexto deste artigo os REA digitais.

De acordo com Butcher [4] os REA emergiram como um conceito com grande
potencial para apoiar a transformação educacional, considerando que o seu va-
lor educativo reside na ideia de usar recursos como um método de comunicação
integrante do curŕıculo dos cursos de ensino, por poderem ser partilhados e
incorporarem uma licença que facilita a sua reutilização e adaptação sem ser
necessário pedir autorização ao detentor do copyright.

Downes [9] considera que os REA são materiais utilizados para apoiar a educação
que podem ser livremente acedidos, reutilizados, modificados e partilhados por
qualquer pessoa. O mesmo autor atribui-lhes, entre outras, as potencialidades:
facilitam o desenvolvimento de competências de resolução de problemas, pro-
porcionam a criação de oportunidades para uma aprendizagem personalizada,
possibilitam aos alunos a criação e partilha de conteúdos, constituem suporte
de aprendizagem ao longo da vida.

Rossini e Gonzalez [14] sugerem que os REA podem incluir cursos completos,
partes de cursos, módulos, livros didáticos, artigos, v́ıdeos, testes, software, ou
qualquer ferramenta que possa apoiar o acesso e a produção de conhecimento.
Também Butcher [4] considera como exemplos de REA, um curso completo, um
livro, parte de um livro, aplicação multimédia, mapas curriculares, materiais
de um curso, v́ıdeos, podcasts ou qualquer recurso educativo que seja projetado
para ser usado no ensino e na aprendizagem e que é abertamente dispońıvel para
ser usado por educadores e estudantes, sem a necessidade real de se pagarem
licenças ou taxas.

As carateŕısticas atribúıdas aos REA, nomeadamente a liberdade de acesso, uti-
lização, reutilização e modificação fazem deles uma base de dados de recursos
educativos de âmbito global da qual todos os interessados, com as condições
tecnológicas adequadas, podem dispor e beneficiar. Neste sentido, Connaway,
Lanclos e Hood [6] sugerem que com a utilização dos REA as pessoas diminúı-
ram a sua dependência das instituições, em termos de recursos e tecnologias,
atendendo à conectividade e aos dispositivos dispońıveis que permitem o acesso
à web aberta e às suas fontes de informação a um ńıvel muito mais amplo, atra-
vés de navegadores web e serviços online.

De acordo com Pretto [12] o que importa no movimento dos REA é a possi-
bilidade de uma intensa circulação e recriação de bens culturais e cient́ıficos,
considerando os REA como base para a partilha e para a procura das melhores
soluções, no coletivo, disponibilizando tudo imediatamente na rede e possibi-
litando, com isso, que outras pessoas, em outros lugares e em outros tempos,
possam apropriar-se dessas pequenas ou grandes produções, usando a lógica de
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produção por pares e por combinação de recursos. Dias [7] é de opinião que “o
foco na mediação colaborativa baseia-se na assunção de que a aprendizagem é
um processo social e cognitivo, realizado nos contextos de prática e experiência
dos objetos de conhecimento” (p. 10).

Deve haver uma poĺıtica de inclusão digital nas escolas, para que os estudan-
tes e os professores possam contribuir e desenvolver recursos educacionais com
licenças livres, sugerindo ainda que os professores devem ser capacitados e reco-
nhecidos, pelo uso e desenvolvimento de REA, assim como deve ser elaborado
um guia pedagógico para orientar a utilização dos REA dispońıveis em formato
digital e com licenças livres [14].

Na génese do movimento dos REA está a ideia simples e poderosa que o co-
nhecimento do mundo é um bem público e que a tecnologia em geral e a da
World Wide Web, em particular, constituem uma oportunidade extraordinária
para que todos possam partilhar, utilizar e reutilizar o conhecimento. Os REA
são partes do conhecimento que compreendem as componentes fundamentais da
educação–conteúdos e ferramentas para o ensino, para a aprendizagem e para a
investigação [2].

2.3 Abordagens Para o Ensino e Aprendizagem da Mate-
mática no Ensino Básico com a Utilização dos REA

A opção pela defesa da utilização dos recursos educativos abertos no processo
de ensino e aprendizagem da matemática no ensino básico deve-se ao facto de
considerarmos que as estratégias de ensino e aprendizagem da matemática de-
vem ter em conta o contexto tecnológico em que os alunos vivem e também por
aceitarmos que os REA têm potencialidades inigualáveis em termos de disponi-
bilidade, acesso, partilha, inovação e custo.

Rossini e Gonzalez [14] sugerem que em oposição à lógica dos materiais didáti-
cos tradicionais, a filosofia dos REA coloca os materiais educacionais na posição
de bens comuns e públicos, orientados para o benef́ıcio de todos. Downes [8]
reforça a ideia apresentada referindo que os REA são normalmente colocados
em domı́nio público para o uso livre ou o reaproveitamento por outros, e podem
variar de cursos completos até módulos individuais.

Para Starobinas [15], tratar o material didático como REA pode contribuir para
um processo de transformação muito positivo para a aprendizagem escolar, con-
siderando que o adjetivo aberto se contrapõe às receitas prontas e aos textos
que encerram em si toda e qualquer resposta, salientando que a abertura dos
recursos implica oferecermos um pouco de nós, das nossas ideias e das ideias dos
nossos alunos para enriquecer os materiais e partilhá-los com qualquer outra
pessoa que neles se queira inspirar.

Os REA devem ser pensados como a possibilidade emancipatória de cada indi-
v́ıduo, nação ou cultura, na construção de um processo permanente de criação,
estabelecido a partir do ćırculo virtuoso que envolve culturas e conhecimentos,
considerando que os REA representam, efetivamente, os primeiros passos para
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as necessárias transformações que a sociedade vem exigindo para a educação [12].

No programa de matemática para o ensino básico, de acordo com Bivar, Grosso,
Oliveira, e Timóteo [3], também se afirma que:

Tendo em consideração, tal como para os ńıveis de desempenho, as circunstâncias de ensino
(de modo muito particular, as caracteŕısticas das turmas e dos alunos), as escolas e os profes-
sores devem decidir quais as metodologias e os recursos mais adequados para auxiliar os seus
alunos a alcançar os desempenhos definidos nas Metas Curriculares (p. 28).

De acordo com os mesmos autores,

Este Programa e as Metas Curriculares constituem, pois, o normativo legal para a disciplina
de Matemática no Ensino Básico, sendo, em conformidade, de utilização obrigatória pelas
escolas e professores. Em ambos está subjacente a preocupação de potenciar e aprofundar a
compreensão, que se entende ser um objetivo central do ensino (p. 1).

Nas duas citações anteriores assume-se que o programa e as metas são de uti-
lização obrigatória e compete aos professores e às escolas decidir sobre as me-
todologias e os recursos mais adequados, pelo que os REA podem constituir
mais uma opção cred́ıvel a ter em conta pelos professores e pelas instituições no
desenvolvimento dos respetivos papéis.

A quantidade de REA para os vários ńıveis de ensino é enorme, pelo que não
vamos fazer um levantamento dos recursos educativos abertos dispońıveis, pre-
ferindo criar nos alunos e nos professores apetência especial pelos REA, porque
as carateŕısticas associadas aos REA fazem deles recursos essenciais para me-
lhorar as estratégias de ensino e aprendizagem da matemática, desde que exista
a preocupação de identificar e utilizar os REA mais adequados à concretização
dos objetivos de aprendizagem de cada conceito que seja objeto de estudo.

Para além dos REA que é posśıvel encontrar na internet, alguns deles sem qual-
quer tipo de avaliação conhecida, cabendo aos professores apreciar a sua ade-
quabilidade aos objetivos que pretendem atingir, há outros que estão dispońıveis
e associados a instituições que merecem a maior credibilidade. Sem nos querer-
mos focar no tema avaliação dos REA e admitindo que qualquer que seja a fonte
é sempre aconselhável avaliar as caracteŕısticas e potencialidades de adequação
do REA ao contexto onde vai ser utilizado, apresentamos alguns exemplos de
repositórios de recursos educativos digitais, nos quais se pode encontrar grande
quantidade de REA, com diferentes ńıveis de abertura. Acrescentamos que o
facto de serem recursos educativos abertos não implica que a liberdade de uti-
lização, reutilização, partilha e modificação seja igual para todos. Amiel [1]
salienta que a abertura implica fomentar uma cultura de partilha e transparên-
cia, como parte de um ciclo produtivo e não de uma atividade isolada.

Dos repositórios e sites relacionados com os REA que podem ser úteis para
professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem, destacamos:

1. MIT OpenCourseWare (http://ocw.mit.edu/index.htm)

2. Open Course Ware Consortium (http://www.oeconsortium.org)

3. MERLOT (http://www.merlot.org)
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4. OER Commons (http://www.oercommons.org/oer)

5. Khan Academy (http://www.khanacademy.org)

6. EduTube (http://edutube.org)

7. Youtube Education (http://www.youtube.com/t/education)

8. Banco Internacional de Objetos Educacionais
(http://objetoseducacionais2.mec.gov.br)

9. Portal das Escolas (https://www.portaldasescolas.pt)

10. Casa das Ciências (http://www.casadasciencias.org)

Mais importante do que descrever cada um destes sites ou repositórios é criar
a curiosidade para que cada utilizador procure neles recursos que possam ser
úteis no apoio ao ensino e à aprendizagem, ao mesmo tempo que deve promover
uma cultura de partilha, para poder partilhar com os seus alunos e colegas o
que considere interessante.

De acordo com Castro, Ferreira e Andrade [5] a temática dos recursos educativos
digitais e dos repositórios digitais institucionais assume-se como uma tendência
emergente na Educação em Portugal, ao ńıvel do ensino básico e secundário, su-
gerindo que grande variedade de conteúdo aberto, proveniente de diversas fontes
tem originado a conceção e o desenvolvimento de repositórios, os quais facili-
tam a disponibilização e disseminação de conteúdos pela comunidade educativa,
contribuindo para simplificar a atividade dos professores devido à existência de
um amplo conjunto de recursos relevantes à sua disposição.

Segundo Starobinas [15], os planos de aula, as apresentações, os trabalhos dos
alunos podem tornar-se recursos educativos abertos e circularem na rede para
o uso de outros educadores e alunos. A circulação na rede de trabalhos de alu-
nos e de professores sem constrangimentos legais pode ser uma forma simpática
e efetiva de promover a aprendizagem da matemática nos diversos contextos,
constituindo a interação e a partilha de conhecimentos elementos essenciais para
estimular o intercâmbio e a partilha das produções de todos os envolvidos no
ensino e na aprendizagem da matemática.

A importância dos REA é defendida por Pretto [12], quando afirma que:

A partir da produção colaborativa e cooperativa de materiais que articulem múltiplos supor-
tes e linguagens, busca-se ampliar a capacidade de circulação, via web, de imagens e sons
produzidos fora dos grandes centros. Obviamente que a dinâmica dessas produções dependerá
do protagonismo de professores e alunos, para construir novas possibilidades para os sistemas
educacionais, articulando os conhecimentos e saberes emergentes das populações locais com o
conhecimento já estabelecido pela ciência contemporânea e pelas culturas. Essa dinâmica deve
induzir poĺıticas públicas de formação de professores para o uso das tecnologias digitais numa
outra perspectiva, que não seja a de meros usuários de conteúdos produzidos e distribúıdos
pelas redes de informação e comunicação (p.105).

De salientar que os REA também podem favorecer a aprendizagem da matemá-
tica em qualquer contexto, bem como na articulação dos vários contextos. Neste
sentido, Amiel [1] salienta que as práticas abertas encorajam a experimentação
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com atividades, técnicas, planos, modelos e configurações.

A t́ıtulo de exemplo salientamos o site http://tvescola.mec.gov.br, no qual são
apresentados vários recursos, entre os quais v́ıdeos sobre tópicos diversos relacio-
nados com a aprendizagem da matemática (Caminho: videoteca → matemática
→ matemática em toda a parte). Desses recursos destacamos uma série de re-
cursos intitulada“Matemática em toda a parte”, na qual são apresentados v́ıdeos
designados por: Matemática nas Finanças, Matemática na Feira, Matemática
na Cozinha, Matemática na Arte, Matemática nos Transportes, Matemática
na Escola, Matemática na Construção, Matemática no Futebol, Matemática na
Comunicação, Matemática no Śıtio, Matemática na Música, e Matemática no
Parque.

A importância dos recursos está impĺıcita e explicitamente associada ao que se
pode fazer com eles e aos objetivos que se podem atingir com a sua utilização.
Vamos recorrer a um dos v́ıdeos “Matemática na construção”, dispońıveis na
série “Matemática em toda a parte”1, para exemplificarmos como o v́ıdeo pode
ser útil para trabalhar a matemática nos vários contextos de aprendizagem.

Na exploração do v́ıdeo surgem vários conceitos matemáticos que poderão ser
trabalhados no âmbito de vários tópicos curriculares, assim como adequados a
vários ńıveis de ensino, esperando-se que em cada exploração os tópicos mate-
máticos sejam apresentados e desenvolvidos a partir de questões adequadas ao
público-alvo e aos objetivos de aprendizagem a atingir. Os autores do v́ıdeo
sugerem que entram dentro de um conjunto de edif́ıcios em construção para tra-
balharem, entre outros, os conceitos de razão, estimativas, proporções e vários
conceitos de geometria.

A exploração referida enquadra-se na posição de Dias [7], quando refere que:

A mudança na conceção das aprendizagens para a educação aberta e em rede, cujo foco se
desloca do aluno para a comunidade e, através desta, para as redes de conhecimento, traduz
a abordagem emergente de que os contextos constituem espaços relacionais de participação e
mediação, partilha e colaboração para a definição dos planos de ação da comunidade e das
práticas de educação aberta nos cenários de globalização das interações sociais de aprendiza-
gem e conhecimento em rede (p. 11).

A possibilidade dos professores acederem a um vasto, variado e eclético conjunto
de recursos, favorece a diversificação de estratégias na prática pedagógica e es-
timula a produção, utilização e divulgação de recursos educativos digitais, ao
mesmo tempo que os repositórios digitais contribuem, para a abertura da sala
de aula ao mundo [5].

Como os recursos tecnológicos nem sempre permitem que se possa dispor em
tempo útil da visualização de um v́ıdeo, extráımos a Figura 2 do v́ıdeo referido2 e
vamos utilizá-la, sem a preocupação de integrar a sua exploração no programa de
um ano curricular espećıfico, mas no âmbito geral do programa de matemática
para o ensino básico.

1 http://tvescola.mec.gov.br/index.php?option=com_zoo&view=item&item_id=2355
2Fonte: http://tvescola.mec.gov.br/index.php?option=com_zooview=item&item_id=2355
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Figura 2: Torres de apartamentos

A Figura 2 representa cinco torres de apartamentos com 25 andares cada, todas
com a mesma altura, das quais três têm quatro apartamentos por andar e duas
têm dois apartamentos por andar.

Da observação do conjunto de edif́ıcios, várias são as questões que se podem
levantar, associadas a vários domı́nios da sociedade e da matemática. Seguindo
a opinião de Bivar, Grosso, Oliveira, e Timóteo [3]:

(. . . ) a aprendizagem da Matemática, nos anos iniciais, deve partir do concreto, pelo que é
fundamental que a passagem do concreto ao abstrato, um dos propósitos do ensino da Mate-
mática, se faça de forma gradual, respeitando os tempos próprios dos alunos e promovendo
assim o gosto por esta ciência e pelo rigor que lhe é caracteŕıstico (. . . ) (p. 1).

Tendo em consideração a opinião anterior, começaremos por explorar situações
associadas a aspetos concretos relacionados com os referidos edif́ıcios. Assim,
apresentamos algumas questões seguidas de breves sugestões de exploração:

- Qual é a altura de cada torre?

A questão conduz à reflexão e desafia a apresentação de várias propostas para
chegar a uma solução. Poderão surgir, entre outras, propostas orientadas para:
contagem do número de andares, estimativa do pé direito de cada andar, ope-
rações de adição e de multiplicação, ou exploração de instrumentos de medida
de comprimentos. Admitindo que o pé direito de cada andar é 3 metros, pode-
ŕıamos dizer que a altura de cada torre seria pelo menos de 75 metros.

A situação apresentada poderia continuar a ser explorada, colocando a questão:

- Atendendo à informação dada sobre as torres, quantos apartamentos há no
conjunto das cinco torres?

Os alunos devem ser desafiados a observar as caracteŕısticas das várias torres e
a apresentar processos de resolução do problema. No caso de não haver propos-
tas, questionar os alunos acerca do número de apartamentos que há no conjunto
das torres que têm dois apartamentos por andar, e acerca do número de apar-
tamentos que há no conjunto das torres que têm quatro apartamentos por andar.

Considerando que os prédios são constrúıdos com o objetivo de serem habita-
dos, o questionamento aos alunos poderia prosseguir confrontando-os com os
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problemas seguintes:

- Admitindo que os apartamentos são todos iguais, do tipo T3, e que estão todos
habitados, qual é o número máximo de pessoas que poderão habitar nessas torres
de uma forma condigna? Devem ser exploradas e definidas regras e procedimen-
tos que permitam obter o número máximo pretendido de uma forma consensual.

- Admitindo que os apartamentos são todos iguais, do tipo T3, e que vão ser
todos habitados, qual é o número mı́nimo de pessoas que habitará nessas torres?

Considerando que é necessário mobilar os apartamentos e criar condições con-
dignas de habitabilidade, podem ser apresentadas e exploradas outras questões
como as que se seguem.

- Admitindo que os apartamentos são todos iguais, do tipo T3, vão ser todos
habitados e que vai ser adquirido para cada apartamento: uma máquina de lavar
louça, uma máquina de lavar roupa, uma máquina de secar roupa, duas televi-
sões, uma mob́ılia de cozinha, uma mob́ılia de sala e três mob́ılias de quarto,
para o conjunto das cinco torres de apartamentos, qual a quantidade que é ne-
cessário adquirir de:

- Máquinas de lavar louça;
- Máquinas de lavar roupa;
- Máquina de secar a roupa;
- Televisões;
- Mob́ılias de cozinha;
- Mob́ılias de sala;
- Mob́ılias de quarto.

Pretendendo calcular o valor a pagar pelos produtos a adquirir, poder-se-ia
orientar os alunos para uma investigação sobre os preços das máquinas, das
mob́ılias e das televisões a adquirir para os apartamentos. Valorizando a impor-
tância de desenvolver nos alunos atitudes investigativas, modelos de organização
e tratamento de dados, os alunos poderiam apresentar os resultados da investi-
gação numa tabela, na qual conste cada tipo de equipamento e o respetivo preço
a pagar. Para finalizar a tarefa os alunos deverão definir os critérios de seleção
do preço a pagar por cada um dos produtos e calcular a importância a pagar pelo:

- Equipamento para um só andar;
- Equipamento para uma das torres que tem dois apartamentos por andar;
- Equipamento para uma das torres que tem quatro apartamentos por andar;
- Equipamento para todas as torres de apartamentos.

A construção de prédios e as questões relacionadas com a sua habitabilidade
constituem um campo fértil para a exploração da matemática, quer criando ati-
vidades a desenvolver com os alunos, quer suscitando nestes o gosto pelo ques-
tionamento e pela exploração de situações problemáticas. Assim, para concluir
a exploração seria interessante solicitar aos alunos que elaborassem enunciados
de problemas que tenham em conta aspetos associados às cinco torres de apar-
tamentos representados na Figura 2, os resolvessem e apresentassem de forma

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 31–44
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pormenorizada o processo de resolução e as respetivas soluções.

Muitas outras situações e tópicos matemáticos poderiam ser explorados, no en-
tanto as questões apresentadas constituem uma tentativa de incentivar os alunos
a olharem o mundo que os rodeia de uma forma atenta e cŕıtica, e mostrar-lhes
que o conhecimento matemático é essencial para a criação de desafios e para
responder a esses desafios.

Também, os recursos educativos digitais e de um modo particular os recursos
educativos abertos podem constituir uma base segura de apoio à definição de
estratégias que fomentem a aprendizagem da matemática de uma forma ativa
e contextualizada e facilitem a articulação do conhecimento matemático entre
os vários contextos de aprendizagem, contexto formal, contexto não formal e
contexto informal.

2.4 Considerações Finais

Como śıntese da reflexão apresentada, salientamos que a aprendizagem da ma-
temática no ensino básico exige a permanente procura de estratégias de modo
que a matemática se torne desejada pelos alunos e se sintam motivados para a
sua aprendizagem.

Defendemos que a aprendizagem da matemática pode ter lugar em vários con-
textos de aprendizagem, caraterizando os contextos formais, não formais e in-
formais de aprendizagem.

Apresentamos como meios para enriquecer as estratégias de ensino e aprendi-
zagem nos vários contextos de aprendizagem os recursos educativos digitais,
atribuindo particular importância aos recursos educativos abertos, bem como
exemplos de repositórios digitais e de sites com recursos educativos abertos.

Terminamos o artigo com a apresentação de questões associadas à exploração
pedagógica de um v́ıdeo que traduz uma situação real.

Após esta reflexão ficamos com a sensação que os contextos de aprendizagem e
os REA constituem domı́nios a explorar, nos quais ainda existem caminhos por
percorrer para tornar o ensino e a aprendizagem da matemática cada vez mais
atraente e mais próximo do mundo dos alunos e do mundo tecnológico em que
as sociedades modernas se encontram imersas.
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Resumo: Hoje em dia praticamente todos ouviram falar do Sudoku ou viram
um dos seus puzzles (em livros, jornais, revistas, guias de TV, entre outros). O
objetivo do Sudoku é preencher uma grelha de 9× 9 com números, de forma que
cada linha, coluna e região de 3 × 3 contenham todos os números de 1 a 9. A
determinação do número exacto de grelhas de Sudoku pasśıveis de formar tem
suscitado o interesse de vários investigadores. Neste artigo iremos procurar per-
ceber como se determina o número de grelhas de Sudoku que é posśıvel formar,
sem repetições.

Palavras-chave: Sudoku; grelhas de Sudoku.

Dificilmente, nos dias de hoje, haverá alguém que não conhece ou não tenha
ouvido falar no jogo do Sudoku. Este jogo, apesar do nome nipónico, foi in-
ventado no final dos anos 70 por Howard Garns, um arquiteto norte-americano
aposentado e foi inicialmente batizado de “Number Place”. Trata-se de um jogo
de lógica que parte de um quadrado 9 × 9 formado por 9 subquadrados 3 × 3
(regiões). Cada um dos 9 subquadrados está parcialmente preenchido com nú-
meros entre 1 e 9. O objectivo do jogo é preencher todo o quadrado 9× 9 com
os números de 1 a 9, de forma a que todas as linhas, colunas e subquadrados
3 × 3 contenham, cada um, d́ıgitos de 1 a 9 exactamente uma única vez. Cada
puzzle possui uma única solução.

1 Número de grelhas de Sudoku que é posśıvel
formar

Depois da febre da resolução do Sudoku ter começado, não levou muito tempo
para que se começasse a tentar descobrir quantos jogos de Sudoku seria posśıvel
formar. Porém, esta revelou-se uma tarefa não muito fácil.

Como referido num trabalho anterior [2], os problemas de Sudoku têm por base o
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conceito dos quadrados latinos. Então será leǵıtimo perguntar se haverá alguma
vez falta de quadrados latinos e se, num futuro próximo, acabarão os problemas
de Sudoku.

A tabela seguinte mostra-nos como o número de quadrados latinos cresce de
forma impressionante com a ordem:

Ordem Número de Quadrados Latinos
1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 614794199004000
8 108776032459082956800
9 5524751496156892842531225600
10 9982437658213039871725064756920320000

Ainda que o número total de problemas de Sudoku seja mais pequeno, uma vez
que este apresenta a restrição do subquadrado 3 × 3, será ainda um número
muito elevado. A determinação do número exacto de grelhas de Sudoku pas-
śıveis de formar suscitou o interesse de vários investigadores. Em particular,
Bertram Felgenhauer, da Universidade Técnica de Dresden, na Alemanha, e
Frazer Jarvis, da Universidade de Sheffield, na Inglaterra exploraram este pro-
blema e estimaram o número de grelhas em 6670903752021072936960, sendo
este número posteriormente confirmado diversas vezes.

No trabalho Mathematics of Sudoku I [3] os investigadores relatam os passos
seguidos para chegar ao número de grelhas mencionado em cima e fazem, ainda,
referência a um argumento apresentado por Kevin Kilfoil, bem mais simples e
que dá um resultando bastante aproximado do descoberto pelos dois matemá-
ticos.

Vamos, então, tentar explorar e compreender a abordagem efectuada por Kilfoil,
relatada no texto de Felgenhauer e Jarvis.

Este começa por fazer referência ao cálculo das grelhas que seria posśıvel for-
mar se pensássemos apenas no facto de cada bloco ter de ser completo com os
algarismos de um a nove, ou seja, sem termos em consideração que estes algaris-
mos não podem aparecer mais do que uma vez em cada fila ou em cada coluna.
Sendo assim, é muito fácil descobrir quantas grelhas de Sudoku podeŕıamos fa-
zer. Basta pensarmos que:

1. Se cada um dos subquadrados 3×3 (ou região), da grelha de Sudoku, tem
de ser preenchido com os elementos de 1 a 9, então, existem 9 elemen-
tos que podem agrupar-se de diversas formas nos nove quadrados. Para
calcularmos esse valor basta permutarmos esses nove elementos.
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9! = 362880

2. Se pensarmos, agora, em toda a grelha do Sudoku, teremos de considerar
as permutações dos nove elementos em cada um dos nove subquadrados
que a compõem, ou seja, 9!× 9!× 9!× 9!× 9!× 9!× 9!× 9!× 9!. É, então,
claro que existem n = (9!)9 formas de preencher a grelha de Sudoku de
maneira a que cada subquadrado tenha os algarismos de 1 a 9.

A B C

D E F

G H I

Depois de calculado o número de grelhas pasśıveis de formar, atendendo apenas
ao factor – cada algarismo de 1 a 9 aparece uma única vez em cada subquadrado
– o autor foi descobrir o número de hipóteses de completar as regiões A, B e C.

Nesta fase a estratégia assumida por Kilfoil foi igual à de Felgenhauer e Jarvis.
Vamos, então, tentar perceber o que foi feito por estes matemáticos.

Em primeiro lugar eles assumiram que o primeiro subquadrado – A – adoptaria
sempre a seguinte forma:
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1 2 3

4 5 6

7 8 9

A estratégia seguinte dos autores foi a de tentar descobrir de quantas formas
poderiam preencher os subquadrados B e C, assumindo que A estaria na forma
canónica, representada em cima.

Passaram, então, a listar todas as posśıveis configurações para as regiões B e C,
chamando a atenção para o facto de que a primeira linha do subquadrado B po-
der ser composta pelos elementos da segunda ou terceira linha do subquadrado
A, em uma dada ordem, ou poder ser composta por uma mistura dos dois. As
linhas do topo posśıveis para B e C são:

(4, 5, 6) (7, 8, 9)
(4, 5, 7) (6, 8, 9)
(4, 5, 8) (6, 7, 9)
(4, 5, 9) (6, 7, 8)
(4, 6, 7) (5, 8, 9)
(4, 6, 8) (5, 7, 9)
(4, 6, 9) (5, 7, 8)
(5, 6, 7) (4, 8, 9)
(5, 6, 8) (4, 7, 9)
(5, 6, 9) (4, 7, 8)

(7, 8, 9) (4, 5, 6)
(6, 8, 9) (4, 5, 7)
(6, 7, 9) (4, 5, 8)
(6, 7, 8) (4, 5, 9)
(5, 8, 9) (4, 6, 7)
(5, 7, 9) (4, 6, 8)
(5, 7, 8) (4, 6, 9)
(4, 8, 9) (5, 6, 7)
(4, 7, 9) (5, 6, 8)
(4, 7, 8) (5, 6, 9)

Podemos observar que é posśıvel formar vinte conjuntos de números para com-
pletar a primeira linha dos subquadradosB eC. Os dois conjuntos {{4, 5, 6}, {7, 8, 9}}
e {{7, 8, 9}, {4, 5, 6}} são os formados pelos elementos da segunda ou terceira
linha do subquadrado A – conjuntos “puros”, os restantes dezoito conjuntos re-
sultam da mistura desses elementos – conjuntos “mistos”.

O passo seguinte de Felgenhauer e Jarvis foi ver quantas formas de completar B
e C existiriam, considerando primeiro os conjuntos“puros”e depois os conjuntos
“mistos”.

2 Conjuntos “puros”

Com o conjunto {{4, 5, 6, {7, 8, 9}}, os subquadrados B e C podem ser comple-
tos da seguinte forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 1 2 3
7 8 9 1 2 3 4 5 6
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Se pensarmos que cada um dos três elementos, que compõem cada um dos seis
conjuntos, podem permutar entre si temos 3! × 3! × 3! × 3! × 3! × 3! = (3!)6

formas de completar B e C.

Se utilizássemos o conjunto {{7, 8, 9}, {4, 5, 6}} teŕıamos exactamente o mesmo
resultado. Então, com estas duas possibilidades temos 2× (3!)6 formas de com-
pletar B e C.

2.1 Conjuntos “mistos”

Vamos agora pensar em como se comportam as restantes dezoito possibilidades
de completar a primeira linha das regiões B e C.

Se tomarmos como exemplo o conjunto {{4, 5, 7}, {6, 8, 9}} podemos completar
B e C da seguinte forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 8 9 a 7 b c
7 8 9 6 b c 4 5 a

Como podemos perceber este conjunto vai obrigar-nos a ter em especial atenção
a localização de alguns números. Os números 1, 2 e 3 passam, neste exemplo, a
não ter uma localização espećıfica dentro de uma linha. Tomando como exemplo
a situação acima, estes só não poderão aparecer na primeira linha. Por isso, são
representados pelas letras a, b e c.

Vamos então tentar perceber como devemos proceder para chegar ao número de
hipóteses posśıveis de completar as regiões A, B e C.

Com a, b e c a representar os números 1, 2 e 3, numa dada ordem temos:
3 × (3!)6. Como existem 18 conjuntos iniciais posśıveis temos: 18 × 3 × (3!)6

hipóteses de preencher B e C.

Assim, considerando os conjuntos “puros” e “mistos” obtemos um total de 2 ×
(3!)6 + 18× 3× (3!)6 = 2612736 possibilidades de preencher B e C.

Podemos, então, concluir que o número de possibilidades de preencher as pri-
meiras três linhas do Sudoku é 9!× 2612736 = 948109639680.

É a partir deste momento que Kilfoid toma uma direcção muito diferente da de
Felgenhauer e Jarvis, e, também muito mais simples. O passo seguinte do autor
é assumir que o que acontece nas três primeiras linhas do Sudoku vai, também,
acontecer nas restantes linhas. Assim, o número de maneiras de preencher as
regiões A − I, de forma a que cada uma delas contenha os algarismos 1 a 9, é
9481096396803.

Alem disso, há N = (9!)9 formas de preencher a grelha de Sudoku de maneira a
que cada subquadrado tenha os algarismos de 1 a 9, como vimos anteriormente.
Decorre daqui que a proporção de todas as N possibilidades de preencher a
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grelha, tendo em conta, além do factor de cada região ter obrigatoriamente os
elementos de 1 a 9, que estes mesmos algarismos não podem aparecer mais do que
uma vez em cada linha da grelha de Sudoku, isto é, satisfazendo a propriedade
da linha é dada por:

k =
9481096396803

(9!)9
.

Porém, nas grelhas de Sudoku não temos apenas que respeitar a não repetição de
elementos na região e linha mas, também nas colunas. Assim, o autor pede, em
seguida, para aceitarmos que a proporção acima será, também, a que respeita
a obrigatoriedade de os algarismos de 1 a 9 não poderem aparecer mais do
que uma vez em cada coluna. Uma grelha de sudoku será apenas uma das N
grelhas que satisfaz as duas propriedades (linhas e colunas). Assumindo, assim,
que estas não se relacionam, ou seja, que são independentes. Isto dar-nos-á a
seguinte proporção:

N × k2 =
9481096396806

(9!)9
,

ou seja, o número de grelhas de Sudoku pasśıveis de formar seria, aproximada-
mente, 6, 657084614× 1021.

A diferença entre o resultado obtido por Kilfoil e o resultado obtido por Felge-
nhauer e Jarvis ronda os 0, 2%. Porém, esta previsão, apesar de muito próxima
da obtida por Felgenhauer e Jarvis, segundo estes dois matemáticos não poderá
ser considerada correcta uma vez que as probabilidades das linhas e das colunas
não são independentes como foi assumido.

Não iremos, no presente trabalho, debruçar-nos de modo exaustivo sobre o que
fizeram Felgenhauer e Jarvis, após terem determinado o número de possibilida-
des de preencher as primeiras três linhas do Sudoku. Porém, vamos tentar, de
forma muito resumida, esclarecer o que foi feito pelos dois matemáticos para
chegarem ao número de grelhas posśıveis.

Depois de encontradas todas as possibilidades de preencher B e C, o passo se-
guinte foi o de perceber como é posśıvel preencher a restante grelha de Sudoku,
para cada uma dessas possibilidades.

Como facilmente podemos compreender, considerar todas as 2612736 possibili-
dades de preencher B e C seria um processo demasiado complexo e demorado.
Torna-se assim necessário encontrar uma forma de reduzir o número de possibili-
dades a considerar. Os autores vão tentar identificar configurações de números,
nesses subquadrados, que dão exactamente o mesmo número de maneiras de
preencher uma grelha completa.

Os autores referem várias opções. Por exemplo:–se trocarmos B e C, cada forma
de preencher B-C para uma grelha completa dá-nos uma única forma de com-
pletar C-B, basta trocar E, F e H, I. Além disso, é posśıvel permutar A, B e
C da maneira que desejarmos.– é posśıvel permutar as colunas dentro de cada
bloco de qualquer maneira que desejarmos, fazendo o mesmo para as colunas de
uma grelha completa. É até posśıvel permutar as três filas de A, B e C.
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Após usarem estes métodos, os autores conseguem reduzir o número de confi-
gurações posśıveis até 71, o que já é um número suficientemente pequeno para
não ser necessário realizar mais reduções. Porém, ainda conseguiram, com mais
reduções, chegar a um total de apenas 44 possibilidades.

No final deste processo de redução de candidatos, os autores concluem que cada
uma das possibilidades para os subquadrados A-C é equivalente (no sentido
de ter o mesmo número de finalizações de uma grelha completa) a uma outra
pertencente a uma colecção de 44 elementos. Assim, só restou calcular o número
de maneiras que cada uma dessas 44 possibilidades pode ser preenchida com
uma grelha completa. Usando o método da força bruta para a contagem e
recorrendo a um algoritmos programado por Felgenhauer, foi posśıvel calcular
as formas de completar a grelha de Sudoku, chegando, por fim, ao resultado
6670903752021072936960. Este resultado foi confirmado posteriormente por
outros investigadores.

3 Conclusão

Como pudemos ver, através da leitura do presente trabalho, o jogo Sudoku tem
caracteŕısticas interessantes e sobre as quais talvez nunca tenhamos pensado.
O matemático Jorge Buescu afirma na sua crónica “A Matemática do Sudoku”
[1], que nunca completou um jogo de Sudoku, e que não pretende vir a fazê-lo.
Porém, alerta-nos para um facto muito interessante sobre o jogo, e que nos pa-
rece ilustrar muito bem aquilo que foi feito neste trabalho. Perante a pergunta
se o Sudoku é Matemática ou não, ele responde: “A resposta se o Sudoku é
Matemática é não. Mas também é, a um ńıvel mais profundo, sim”. Com esta
resposta, o autor parece querer referir que a um ńıvel mais superficial a resposta
é um “não”, uma vez que nem tudo o que tem números é, obrigatoriamente,
Matemática. Porém, a resposta é “sim” quando pensámos na Matemática en-
volvida na formação do Sudoku. Pensamos que com este trabalho conseguimos
mostrar que, apesar da resolução de um problema de Sudoku implicar apenas
a utilização da lógica, as “questões” relacionadas com a estrutura do Sudoku
envolvem, claramente, questões Matemáticas.
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Dispońıvel em
http://www.afjarvis.staff.shef.ac.uk/sudoku/felgenhauer_jarvis_spec1.pdf.
Acedido em 12 de Março 2010.

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 45–51
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Resumo: Neste artigo, destacamos o papel do cálculo mental na aprendizagem
da Matemática, apresentando tarefas desenvolvidas nas aulas de Matemática do
1.o Ciclo do Ensino Básico, numa turma do 3.o ano, que procuraram estimular
o cálculo mental através da resposta a desafios no contexto de vários jogos pro-
postos. As tarefas apresentadas assumem, como prinćıpio orientador da prática
docente da disciplina, o incentivo à resolução de problemas e à explicitação dos
processos de racioćınio, encarando o aluno como um sujeito ativo, implicado na
sua aprendizagem, a quem terá de ser dada a possibilidade de explicar e jus-
tificar as suas ideias e racioćınios no contexto das experiências diversificadas
de aprendizagem proporcionadas na sala de aula. Estas tarefas tinham como
objetivo estimular os alunos, não apenas a procurar estratégias, mas também
a entender o significado das operações, com a intenção de promover o cálculo
mental. Ao apropriarem-se dos números e ao descobrirem relações entre eles,
os alunos desenvolveram o sentido do número, tornando-se viśıvel nas relações
que constrúıram entre os números e as operações.

Palavras-chave: Cálculo mental, 1.o Ciclo do Ensino Básico, estratégias de
aprendizagem.

1 O cálculo mental e os diferentes processos ma-
temáticos

Alguns processos matemáticos, como a resolução de problemas, o racioćınio ma-
temático e a comunicação matemática, devem acompanhar o desenvolvimento
do sentido do número e do cálculo mental, promovendo-se mutuamente. Em
seguida, aprofundamos um pouco esta questão.
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É indiscut́ıvel a importância do cálculo mental nos nossos dias, em particular em
muitas situações do quotidiano que exigem uma resposta rápida e eficaz. Com
efeito, é importante alguma destreza a ńıvel do cálculo mental quando se pre-
tende resolver situações problemáticas que surgem todos os dias e que envolvem,
por exemplo, dinheiro, tempo ou distâncias. Quando um aluno tem desenvolvi-
das as competências de cálculo, consegue manter uma relação diferente com os
números, mais informada e esclarecida, que lhe permite “jogar” com estes do
modo que melhor se adequar ao problema que pretende resolver. Assim sendo,
torna-se claro que “o cálculo mental é um elemento crucial da numeracia que a
criança deve ser capaz de usar com confiança” [8, p. 4].

Todavia, a importância do cálculo mental nem sempre foi valorizada. De acordo
com Ribeiro, Valério e Gomes [8, p. 6], na primeira metade do séc. XIX, o cálculo
mental praticamente estava ausente dos programas, sendo, naquela altura, dado
destaque apenas aos algoritmos. O importante era que os alunos aprendessem
os algoritmos, o que implicava saber de cor as tabuadas e realizar exerćıcios de
forma praticamente mecânica e rotineira, não sendo sequer colocada a hipótese
de se pôr em prática o racioćınio, nem tão pouco a comunicação com recurso à
linguagem matemática. Segundo Rocha e Menino [9, p. 104],

o professor pode encorajar os alunos a reflectir sobre as ideias ma-
temáticas e sobre os processos usados na resolução de problemas e
evitar assim uma introdução prematura dos algoritmos formais, ga-
rantindo a aquisição de conhecimentos sobre os números e sobre as
operações, necessários para operar a ńıvel da abstracção.

Também a constatação de que, hoje em dia, as crianças, antes de frequenta-
rem o primeiro ciclo do ensino básico, são recorrentemente confrontadas com
situações problemáticas envolvendo números, sendo capazes de as solucionar
apesar de ainda não compreenderem as respetivas expressões formais, veio de-
monstrar a urgência de se alterar a situação atrás apontada. Para além disso,
verifica-se que as crianças que se habituam a utilizar apenas os algoritmos,
quando os usam na resolução de problemas, muitas vezes não só fazem inter-
pretações erradas do problema como também utilizam o algoritmo cometendo
erros. É nesta linha de pensamento que se posicionam Kamii e Dominick [4,
p. 61] quando afirmam que “los investigadores concluyeron que los ninos que
usan sus propios procedimentos muy probablemente produzcan mas respuestas
correctas que aquellos que tratan de usar los algoritmos”. Talvez seja por isso
que, no presente, o cálculo mental tenha vindo a ganhar importância no ensino
da Matemática, estando intimamente associado às estratégias de resolução a
que cada aluno recorre quando habituado a fazê-lo com conhecimento de causa,
não sendo também de descurar a importância do conhecimento progressivo de
algoritmos.

Convém também sublinhar que o desenvolvimento do cálculo mental está intima-
mente ligado ao desenvolvimento do sentido de número por parte das crianças,
uma vez que, para haver um desenvolvimento mental do indiv́ıduo em relação
às operações, é fundamental que este compreenda simultaneamente as relações
que os números estabelecem entre si, bem como as regularidades numéricas
existentes. Para que isto aconteça, é necessária a realização sistemática de tare-
fas que envolvam o cálculo mental, pois estas ajudam as crianças a memorizar
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factos numéricos básicos que são ferramentas essenciais no desenvolvimento do
cálculo. O sentido de número é, de acordo com Castro e Rodrigues [3, p. 11],
a “compreensão global e flex́ıvel dos números e das operações, com o intuito de
compreender os números e as suas relações e desenvolver estratégias úteis e efi-
cazes para cada um usar no seu dia-a-dia, na sua vida profissional ou enquanto
cidadão activo”.

Nas crianças em idade pré-escolar, ainda segundo Castro e Rodrigues [3], o sen-
tido do número deve ser entendido como um processo no qual as crianças se
vão familiarizando com os números, compreendendo os diferentes significados
e utilizações que estes podem ter até perceberem de que forma eles se encon-
tram interligados, permitindo o estabelecimento e reconhecimento de proprie-
dades numéricas. Assim, já no Pré-Escolar, o cálculo mental, aliado ao sentido
do número, pode fomentar nas crianças o desenvolvimento do racioćınio e do
esṕırito cŕıtico, os quais serão fundamentais para que a criança possa, desde
logo, iniciar um processo de resolução de problemas.

De acordo com Martins [5, p. 46], “têm sido apontados três aspectos fun-
damentais na aquisição do sentido do número: conhecimento e destreza com
os números; conhecimento e destreza com as operações; e aplicação dos co-
nhecimentos e destreza com os números e operações em situações de cálculo”,
entendendo-se que uma parte da compreensão do conhecimento e da aplicação
da Matemática se deve, maioritariamente, à aquisição do sentido do número, o
qual é indissociável do cálculo mental.

É também fundamental que se comece a trazer a oralidade para a sala de aula
como uma estratégia que pode facilitar o desenvolvimento da competência ma-
temática dos alunos. O professor deve colocar os seus alunos a falar sobre as
tarefas matemáticas em que participam, colmatando a urgente necessidade de
se associar a ĺıngua materna à linguagem matemática, e estimulando, com isso,
o desenvolvimento do racioćınio matemático. Tal ideia é corroborada por Ponte
e Serrazina [7, p. 60] ao afirmarem que “compreendemos mais facilmente as nos-
sas ideias e argumentos matemáticos quando as articulamos oralmente ou por
escrito”.

O est́ımulo ao desenvolvimento da comunicação matemática através da oralidade
não é, todavia, uma prática comum no ensino da Matemática, em particular no
1.o ciclo, apesar de poder constituir um fator decisivo, entre outros aspetos,
para desenvolver alguma destreza no âmbito do cálculo mental.

2 Os jogos implementados

Os jogos que se apresentam de seguida enquadraram-se em diferentes momentos
de aprendizagem. Todos eles procuraram estimular o cálculo mental através da
partição de números e da utilização das diferentes operações aritméticas.

A apresentação de cada jogo é acompanhada por uma análise cŕıtica pretenden-
do-se, dáı, retirar conclusões pertinentes para práticas futuras. Assim, tornou-
-se fundamental olhar criticamente para cada jogo no momento da sua imple-
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Figura 1: Dominó da Multiplicação.

mentação, a fim de perceber o modo como os alunos interagiam com o que era
solicitado e as aprendizagens que, a partir dáı, constrúıam.

2.1 Dominó da Multiplicação

Este jogo permitiu trabalhar o cálculo mental através da realização de multi-
plicações. Os alunos, como já conheciam o Jogo do Dominó, apenas tiveram
de se adaptar às novas regras deste jogo que, em vez de imagens, apresen-
tava expressões numéricas envolvendo a multiplicação de números. Apesar de a
aplicação de algoritmos relativos à operação de multiplicação ser uma dificuldade
geral da turma, e da tabuada não ser muito bem acolhida pela grande maioria
dos alunos, todos jogaram com entusiasmo, mostrando grande motivação.

A figura 1 mostra uma sequência de peças de dominó feita por um grupo de
alunos. A propósito desta sequência, pediu-se ao grupo de alunos que a ti-
nha elaborado que explicasse como havia chegado a essa sequência. Um aluno
respondeu:

Foi um bocado dif́ıcil, porque aqui diz para fazermos 2 × 2 × 2 × 2
e, quando olhamos para o quadro da tabuada, lá só tem 2 × 2; tem
sempre só dois números, nunca tem quatro, por isso foi dif́ıcil.

O comentário do aluno faz-nos lembrar o livro Aritmética para pais, quando
Aharoni [1, p. 76] coloca a seguinte questão, fazendo-a acompanhar de uma
explicação:

Como se ensina a uma criança o que é um ≪cão≫? Não explicando,
mas, claro, exemplificando. No entanto, quando apontamos para
um cão e dizemos a uma criança ≪cão≫, como saberá ela que não se
refere apenas àquele cão em particular? A um certo tipo de cães?
É necessário mais de um exemplo e mais de um tipo de exemplo
para ensinar um conceito geral. [. . . ] Por outras palavras, é preciso
diversidade.
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Assim, somos levados a concluir que o material que o professor disponibiliza na
sala de aula deve ser diversificado, pois a mecanização das atividades dificulta o
desenvolvimento do racioćınio. É também esta a conclusão que pode ser retirada
da explicação dada pelo aluno. Por ela se vê que os alunos estavam bastante
habituados a aplicar a multiplicação apenas a dois números, identificando este
procedimento com a tabuada, que se encontrava afixada num cartaz na sala de
aula.

No caso do exemplo da sequência em análise, voltámos a pedir que nos expli-
cassem como a tinham constrúıdo. Um dos elementos do grupo respondeu:

Eu sei a tabuada do dois, é a mais fácil! Por isso, sabia que 2 × 2
são 4. Depois tapei com os dedos e, como sabia que dava 4, fiz 4×2,
que dá 8, e tapei o terceiro dois com o dedo, e como já tinha dado
8 e faltava só fazer mais uma vez “vezes dois”, eu fiz 2× 8 e deu 16.
Fui procurar uma peça de dominó com o número 16 e pus lá.

Este aluno, apesar de estar habituado a multiplicações entre dois números ape-
nas, desenvolveu uma estratégia que lhe permitiu multiplicar quatro números
entre si, não necessitando de recorrer ao cartaz da tabuada afixado na sala de
aula. Com os conhecimentos que já possúıa em relação à multiplicação, encon-
trou uma estratégia, na qual confiou, que o levou à resolução de uma tarefa que,
inicialmente, ele achava imposśıvel de resolver. O mesmo aluno continuou a sua
explicação, afirmando:

Na peça que encontrei com o 16 fiz parecido. Primeiro fiz 2× 2 que
já sabia que dava 4 e depois 4 × 6 que deu 24, mas para saber isso
fui ver ao cartaz da tabuada, porque a tabuada é dif́ıcil!

Apesar de ter encontrado uma estratégia para determinar o valor da expressão
numérica 2×2×2×2 presente na primeira peça, sem o apoio do cartaz da tabu-
ada, este aluno necessitou de recorrer ao referido cartaz para calcular 2×2×6. O
certo é que, apresentando os alunos dificuldades na operação de multiplicação,
resultantes do desconhecimento de grande parte da tabuada, este jogo permitiu
que se fossem familiarizando mais com ela, pois se, por um lado, é condenável
não entender o significado da multiplicação, visto que este precisa de ser cons-
trúıdo pelo aluno, por outro é aceitável que, depois de compreendido, os alunos
memorizem a tabuada, e o jogo é um bom caminho para conseguir tal memo-
rização, na medida em que os alunos encaram as atividades lúdicas de uma
forma mais desafiadora e motivadora.

O facto é que, no final da aula, um dos grupos perguntou se podia levar para
o intervalo o Dominó da Matemática para jogar com uns colegas, pois era bem
mais divertido do que escrever a tabuada no caderno. Por aqui se vê que, muitas
vezes, a motivação para a aprendizagem parte das estratégias do professor; neste
caso, uma simples transformação da tabuada num jogo fez com que os alunos
encarassem a atividade proposta não como algo aborrecido, porque lhes causa
dificuldades, mas como um desafio que querem superar e resolver.

Jornal das Primeiras Matemáticas, Nº 2, pp. 52–64
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Figura 2: Math Dice.

2.2 Math Dice

O Math Dice Jr. (www.thinkfun.com/mathdice), conhecido jogo de origem
norte-americana, foi outra das estratégias por nós encontradas para desenvolver
o cálculo mental. Para a realização deste jogo, organizámos a turma em grupos
e distribúımos o tabuleiro do jogo e os respetivos dados (figura 2). Cada grupo
escolheu se queria jogar com o percurso mais longo ou com o percurso mais
curto (metade do percurso longo). Curiosamente, talvez por se tratar de um
novo desafio, os grupos optaram pelo percurso mais longo.

Neste jogo, cada participante tem à sua disposição cinco dados com seis faces
(cubos) e um dado com doze faces (dodecaedro). Os jogadores, na sua vez,
lançam os dados em forma de cubo, três numerados de 1 a 6 e dois numerados
de 1 a 3 (nesses dados, cada valor repete-se em duas faces do cubo) e, de seguida,
lançam o dodecaedro com as faces numeradas de 1 a 12. Este último dado dita o
resultado que tem de ser obtido através de adições e/ou subtrações dos números
sáıdos no lançamento dos cubos. Em seguida, os jogadores devem avançar com
a sua peça no tabuleiro o número de casas correspondente ao número de dados
que conseguiram mobilizar para construir a expressão numérica com vista a ob-
ter o número sáıdo no dodecaedro, vencendo aquele que primeiramente alcance
a meta. De notar que, para ter sucesso neste jogo, o aluno é incentivado a uti-
lizar o maior número posśıvel de valores obtidos com o lançamento dos cubos,
potenciando com isso o cálculo mental.

Ao circular pelos grupos, observámos várias jogadas, das quais destacamos uma.
Um aluno tinha lançado os cinco dados em forma de cubo e tinha obtido os
números 1, 2, 3, 4 e 6; em relação ao dodecaedro, tinha-lhe sáıdo o número 12,
cabendo ao aluno socorrer-se de adições e/ou subtrações com os números que
tinham sáıdo nos dados em forma de cubo, de modo a obter como resultado o
número 12. Depois de pensar um pouco, o aluno disse em voz alta:

Consegui! 6 + 1 dá 7; 7 + 3 dá 10; 10 + 4 dá 14 e 14 − 2 dá 12! O
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professor que veja! Consegui usar os cinco dados vou avançar cinco
casas! Vou ganhar o jogo!

Outro aluno, um dos seus adversários no jogo, declarou:

Tiveste sorte. Este era fácil. Eu sei mais uma forma de dar 12 e
usar os cinco dados.

Perguntámos-lhe como é que ele faria, ao que o aluno respondeu:

Eu fazia 6 + 4, que dá 10; depois fazia 10 + 3, que dá 13; depois
13− 2, que dá 11 e, como só falta o 1, adicionava 11 + 1 e dava 12!

Por estas explicações, constata-se o recurso ao cálculo mental na forma como
estes alunos exploram e abordam os números sáıdos nos dados, pois, e apesar
de os números serem os mesmos, o modo como são utilizados para chegar ao
resultado pretendido varia de acordo com as estratégias individuais de partição
dos números. Em ambos os casos, os alunos preocuparam-se em arranjar uma
forma de obter o número 10 com os números que tinham sáıdo nos cubos. No
primeiro caso, o aluno optou por adicionar primeiramente o 6 ao 1, o que tem
como resultado 7, e só depois adicionou o 3 ao 7, tendo mobilizado ao todo
três dados, enquanto que o segundo aluno apenas utilizou dois para obter o 10
(como sabemos, uma das estratégias do jogo passa por utilizar o maior número
posśıvel de dados).

Daqui pode concluir-se que, ou o aluno tem mais presente no seu racioćınio a
partição do número 10 como 7 + 3 e não como 6 + 4, o que fez com que procu-
rasse, com os números sáıdos, uma forma de obter o número 7, ou quis, desde o
ińıcio, utilizar o maior número posśıvel de dados de modo a poder avançar um
maior número de casas. Isto porque este jogador começa por usar três números
(três dados) para obter o número 10.

Estas observações que acabámos de tecer deixam transparecer que é fundamen-
tal que o professor promova o desenvolvimento do cálculo mental através de
atividades que façam sentido para o aluno, pois, no caso em análise, o facto
de o aluno ter como objetivo avançar tantas casas quantas o número de dados
que utilizasse, fez com que recorresse a outras estratégias de cálculo mental,
estratégias essas mais ricas. A verdade é que ambas as estratégias permitiram
que cada aluno chegasse ao mesmo resultado e mobilizasse o mesmo número de
dados na realização das operações, mas, para alcançar o objetivo pretendido,
cada aluno percorreu caminhos diferentes.

Um outro momento que consideramos interessante passou-se num outro grupo,
com o mesmo jogo. Ao circular pela sala, verificámos, pela expressão de um
aluno, que ele tinha descoberto alguma coisa, mas que não queria dizer, pois
não pretendia ajudar o seu adversário a ganhar terreno. Então, aproximámo-nos
da mesa e, nesse mesmo instante, esse aluno alertou-nos logo:

Não vale ajudar, professor! O professor não pode dizer nada!

Ao ouvir tal afirmação, olhámos para o jogo e reparámos que o seu adversário
tinha lançado os dados e obtido os números 2, 2, 3, 4, 5 e tinha de utilizar adições
e/ou subtrações de modo a obter o número 4. Fê-lo, utilizando apenas quatro
dados da seguinte forma:
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Primeiro fiz 4 + 2 que deu 6; depois fiz 6− 5 que deu 1 e depois fiz
1 + 3 que deu 4 e sobrou ainda um dado com o número 2.

Após esta explicação, o aluno que nos tinha proibido de ajudar o seu adversário
disse rapidamente:

Eu conseguia usar os cinco dados, era fácil! Fazias 5+3, que dava 8,
depois fazias 8− 4, que dava 4, depois 4− 2, que dava 2 e, no final,
como só te faltava o dado com o número dois, somavas 2 + 2 e dava
4 e andavas cinco casas! Foi por isso que disse ao professor para não
te ajudar. Agora posso passar-te à frente!

Neste exemplo, transparece o contributo do jogo para a procura ativa de diferen-
tes soluções e para a escolha da estratégia mais adequada para ganhar. Por se
tratar de um jogo, o seu caráter competitivo faz com que os alunos procurem ao
máximo diversas estratégias para resolver as situações com as quais se deparam.
O entusiasmo de um aluno, ao ver que a jogada do seu adversário poderia ter
sido mais eficaz, faz com que ele diga ao seu colega como deveria ter procedido
de modo a ganhar mais pontos. O importante é que este aluno não arranjou
apenas uma nova estratégia; ele também explicou o seu racioćınio, partilhando
as suas ideias com o colega e indicando-lhe como deveria ter procedido. A este
propósito, em [6, p. 55] refere-se que “o ensino também deve realçar a variedade
de formas de calcular, a importância de validar os resultados, e a necessidade
de tomar decisões apropriadas sobre como calcular face a uma dada situação
problemática”.

2.3 Jogo do Cálculo

Este jogo exigia que os alunos realizassem, com alguma rapidez, várias operações
para obter um determinado valor. Para a sua implementação, organizou-se a
turma em pares e distribuiu-se por cada par alguns cartões que continham, no
centro, um determinado número e, à volta, mais três números de um algarismo.

Os alunos tinham de obter o número que estava no centro do cartão, recorrendo
a adições e/ou a subtrações, à semelhança do jogo analisado anteriormente, uti-
lizando os três números localizados na periferia dos cartões. Este jogo serviu de
introdução ao Jogo do 24, desenvolvido posteriormente.

Na figura 3, apresenta-se dois dos cartões pertencentes ao Jogo do Cálculo,
trabalhados por uma aluna, que concluiu o seguinte:

Este jogo é dif́ıcil, professor, mas já arranjei uma forma de resolver!
Neste cartão [o que tem o número 16 no centro], eu adicionei todos os
números e consegui chegar ao 16. Esse aqui [cartão com o número 14
no centro] foi mais dif́ıcil; eu fiz primeiro 8+ 7, que deu 15, e depois
fiz 15−1 e deu 14. Agora para os próximos, primeiro adiciono todos
os números e se não der o resultado que quero, adiciono os maiores
e tiro os mais pequenos.

Esta aluna, após analisar a situação problemática com a qual se deparou, desen-
volveu duas estratégias diferentes que lhe permitiram solucionar o problema. Ao
analisar cada uma das estratégias, concluiu que ou adicionava todos os números
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Figura 3: Jogo do Cálculo.

ou então adicionava, primeiro, os números maiores, subtraindo, depois, os mais
pequenos. Esta conclusão foi retirada após a aluna ter analisado o resultado das
suas estratégias, recorrendo à tentativa e erro. Neste exemplo, o cálculo mental
está presente no modo como esta aluna articula os números, relacionando-os
com as operações de adição e subtração.

2.4 Jogo do 24

O Jogo do 24 foi outro dos jogos implementados com o objetivo de desenvolver
o cálculo mental. Os alunos sentiram maiores dificuldades neste jogo em relação
ao anterior, o que já era esperado, pois, apesar de a mecânica ser a mesma nos
dois jogos, o grau de dificuldade deste jogo era muito maior, visto que os alunos
tinham de manipular quatro números, ao invés de três, e tinham de utilizar as
quatro operações aritméticas, no lugar de duas, de modo a obter como resultado
o número 24.

À medida que os alunos conseguiam com algum à-vontade responder aos desafios
de cada cartão, passavam para uma nova versão do jogo, com uma componente
diferente, sendo esta a introdução de cartões com números de dois algarismos.

Como este jogo exigia um cálculo mental mais desenvolvido, nem todos os alu-
nos foram capazes de encontrar estratégias que os levassem a atingir o objetivo
apresentado nos cartões.

Ao circular pelos grupos, verificámos que, após algumas tentativas fracassadas,
vários alunos desistiam, esperando que fossem os seus colegas a encontrar a
solução. Foi, então, que apresentámos, a um dos grupos que revelava maior
dificuldade, um cartão do jogo (figura 4) que já tinha sido resolvido por um dos
outros grupos.

Ao apresentar o cartão, pedimos a um aluno que explicasse como estava a pensar
aplicar uma estratégia para obter o número 24, ao que ele perguntou:
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Figura 4: Jogo do 24.

Posso fazer o mesmo que fiz no outro jogo?

Retorquimos:

O que fizeste no outro jogo?

Ele respondeu:

Primeiro, adicionei tudo para ver se dava, e se não dava adicionava
os maiores e tirava os mais pequenos.

Dissemos que tentasse. Após pensar um bocado, o aluno disse:

O professor já viu? Nunca dá 24! Este jogo está mal!

Perguntámos como é que ele tinha feito, ao que o aluno respondeu:

Primeiro fiz 9+1, porque era mais fácil e deu 10. Depois, fiz 10+6+6
que deu 22, por isso não pode ser. E se fizer 9 + 6 + 6− 1 dá só 20,
por isso também não pode ser!

Então, explicámos que ele não precisava apenas de subtrair ou adicionar, poderia
também multiplicar ou dividir, ao que o aluno afirmou:

Mas eu não queria usar essas, porque são dif́ıceis e assim são muitas!

Este exemplo demonstra que alguns alunos tendem a acomodar-se, preferindo
resolver tarefas que dominem. Sentem, portanto, alguma desmotivação por
aquelas tarefas que lhes colocam maiores dificuldades. A função do professor
deve ser, então, a de contrariar esta tendência, levando para a sala de aula
materiais variados e encontrando formas de cativar os alunos para a sua ma-
nipulação, consoante for percebendo a natureza das suas dificuldades. Neste
sentido, dissemos ao aluno que ele não se preocupasse por ainda não ter re-
solvido o problema. Insistimos na dificuldade do problema e chamámos um
aluno que tinha conseguido resolvê-lo, pedindo-lhe que explicasse ao colega o
seu racioćınio:
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Eu também pensava que se adicionasse todos os números ia dar 24,
mas não deu e eu já sabia que o professor ia trazer uma coisa mais
dif́ıcil para fazermos! Este foi muito dif́ıcil, porque tive de fazer uma
conta de mais, outra de menos e uma de vezes. Primeiro, fiz 9 − 6
que deu 3, depois fiz 3 + 1 que deu 4 e depois, como só faltava o 6,
tive de fazer 4 × 6 que deu 24, porque se fizesse outra conta nunca
ia dar!

Embora não tenhamos tido oportunidade de analisar a reação do primeiro aluno
a outras situações que envolvessem maior complexidade de cálculo (por nos en-
contrarmos no final da nossa intervenção), o certo é que o professor não se deve
coibir de desafiar os alunos a aceitar situações matemáticas mais dif́ıceis de
resolver. Pode, sim, facilitar-lhes o processo, proporcionando-lhes uma demons-
tração para que se apercebam da exequibilidade da tarefa. A motivação para
a ela voltarem dependerá das futuras tarefas que o professor vier a propor. O
importante será que tais propostas promovam o uso refletido das operações e
das relações entre os números.

Na verdade, este tipo de atividade apela muito ao conhecimento da relação entre
os números e à mobilização de factos base e de estratégias de cálculo mental di-
versas. Verificou-se que a grande maioria dos alunos tentava utilizar estratégias
que não envolvessem a multiplicação nem a divisão, uma vez que manifestavam
dificuldades na apropriação da tabuada, procurando constantemente apoio no
cartaz da tabuada afixado na sala.

Por um lado, esta situação comprova a importância de as crianças se apropri-
arem da tabuada elementar, pois esta é uma componente essencial da fluência
do cálculo mental. Por outro lado, ela também comprova que esta apropriação
não se realiza de forma rápida para os alunos (os que participaram no jogo es-
tavam já no 3.o ano). A conjugação destes dois fatores deixa clara a urgência
de se considerar que “a aprendizagem da multiplicação deve ser um processo
de desenvolvimento concetual fortemente ancorado na exploração de contextos
adequados” [2, p. 9]. De facto, “na aprendizagem das tabuadas são percorridas
diferentes etapas que passam pela construção do conceito, o cálculo inteligente
e flex́ıvel e a memorização completa das tabuadas mais importantes” [2, p. 14].

3 Considerações Finais

Ao longo deste artigo, procurámos mostrar como, na aula de Matemática, o
jogo pode funcionar como um fator motivador, e mais importante ainda, como
um fator promotor de aprendizagens diversas.

O panorama inicial que encontrámos na sala de aula, desde o desenvolvimento
pouco consistente dos alunos a ńıvel do cálculo mental, até à “preguiça” que
muitos revelavam em relação à realização de tarefas que envolvessem algum
cálculo, constituiu a principal motivação para apostarmos numa prática que va-
lorizasse o treino do cálculo mental. Por isso, procurámos apresentar jogos que
despertassem o cálculo e atribúımos tempos adequados à sua realização.
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Esperávamos que, ao se apropriarem dos números e ao descobrirem relações en-
tre eles, os alunos desenvolvessem o sentido do número, o que se tornou viśıvel
nas relações que foram construindo entre os números e as operações.

Na sequência do trabalho desenvolvido, evidenciamos:

� a importância do jogo como incentivo à procura de soluções “ganhadoras”,
estimulando a criatividade e promovendo a procura progressiva de soluções
cada vez mais complexas;

� o papel diversificado da representação/registo das operações, alargando o
sentido da representação formal na Matemática;

� a constatação das dificuldades no cálculo mental e a oportunidade para a
partilha em grupo de estratégias para superar essas dificuldades.

Cabe, portanto, ao professor o importante papel de dinamizar regularmente nas
suas aulas tarefas que promovam o desenvolvimento do cálculo mental. Defende-
mos que é precisamente na apropriação das diferentes relações entre os números
e das propriedades das operações que os alunos se preparam para a resolução de
problemas, pois passam a utilizar os números e a aplicar as operações do modo
que melhor se adequar ao problema que pretendam resolver.
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em Matemática para Professores dos 1.o e 2.o Ciclos: Cálculo Mental,
Escola Superior de Educação de Lisboa, 2009.

[9] Rocha, M. I., Menino, H. A., “Desenvolvimento do Sentido do Número
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Resumo: A aprendizagem da Matemática é mais significativa quando os alu-
nos têm a oportunidade de experimentar e de verificar os conceitos nas suas
vivências do dia a dia. Com este intuito, desenvolveu-se um projeto no Colégio
do Castanheiro, em São Miguel, Açores, numa turma do 3.o ano de escolari-
dade, em que as crianças tiveram de construir modelos do corpo humano, com
recurso constante a ferramentas matemáticas. Este artigo apresenta a estrutura
e as várias fases de implementação do projeto, realçando no final alguns aspetos
que consideramos importantes no âmbito do trabalho desenvolvido.

Palavras-chave: Conexões matemáticas, resolução de problemas, modelação
matemática, 1.o Ciclo do Ensino Básico.

1 As conexões e a modelação matemática

O estabelecimento de conexões na sala de aula entre os diferentes temas ma-
temáticos e entre esta disciplina, os outros saberes e a realidade é fundamental
para o desenvolvimento da capacidade de a apreciar e utilizar. Os programas e
as orientações curriculares, nacionais e internacionais, têm apontado neste sen-
tido, bem como vários autores. Em [3], é posśıvel encontrar algumas referências
sobre o tema.

O conceito de conexão matemática é abrangente e pode ser perspetivado e ex-
plorado de variadas formas. As pontes entre diferentes temas matemáticos, a
ligação da Matemática com a vida do quotidiano e a sua relação com outras
áreas do saber são exemplo disso. O sentido que damos a uma ideia matemática
depende das conexões que estabelecemos entre essa ideia e outras ideias ma-
temáticas que possúımos. Além disso, a exploração de conexões abre a porta ao
domı́nio das aplicações da Matemática e à construção e exploração de modelos
matemáticos.

A Matemática faz parte do dia a dia de muitas profissões. Esta é imprescind́ıvel,
por exemplo, à formação dos engenheiros, seja qual for o seu ramo ou área de
atuação. O geólogo também utiliza diversos prinćıpios de Matemática quando
escava, conhece e avalia os segredos que o solo encerra. O carpinteiro, para tirar
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medidas e executar os seus trabalhos, o cozinheiro para calcular as dosagens
dos ingredientes necessários aos seus cozinhados e até mesmo a costureira que
“tira as medidas” aos seus clientes, todos recorrem a racioćınios matemáticos.
Outros exemplos podiam ser dados em domı́nios tão diversos como a Astrof́ısica,
a Arquitetura, a Agronomia, a Meteorologia e a Psicologia. Assim sendo, é fun-
damental que os alunos não vejam a Matemática como uma fonte inesgotável e
entediante de fórmulas e cálculos, mas compreendam, ao longo do seu percurso
escolar, o papel que esta desempenha no progresso da civilização e a sua re-
levância na sociedade contemporânea. Cabe, portanto, ao professor estabelecer
conexões com a vida real na prática da aula de Matemática e demonstrar as
suas numerosas aplicações.

Neste contexto, a resolução de problemas, como capacidade transversal do en-
sino da Matemática, constitui uma ferramenta indispensável no estabelecimento
de conexões. A resolução de problemas é um processo cognitivo [4, 5, 10] que
envolve “o levantamento de questões, a análise de situações, a realização de es-
quemas, a formulação de conjecturas e a tomada de decisões” [11, p. 11]. No
processo de resolver problemas, existem várias variáveis a ter em conta [8, 9],
tais como: a aquisição e utilização de conhecimento; o controlo e gestão da in-
formação; as convicções (de si, da Matemática, do meio envolvente); os afetos
(emoções que podem influenciar o desempenho); e o contexto sociocultural.

A ligação da Matemática com o mundo real, no contexto da resolução de pro-
blemas, faz-se através da construção de modelos matemáticos. A modelação
matemática assume, assim, um papel de relevo na caracterização das conexões
com o mundo real em ambiente de sala de aula.

A resolução de problemas de aplicação a situações concretas do dia a dia pres-
supõe a concretização de determinados objetivos que são caracteŕısticos das
várias fases do processo de modelação. Um modelo matemático é uma repre-
sentação de um objeto ou fenómeno real, com base num conjunto de regras ou
leis de natureza matemática, que o retratam adequadamente. A modelação ma-
temática é o processo pelo qual se cria um modelo com vista à análise teórica
de uma situação da vida real.

A modelação matemática é empregue atualmente em problemas tão diversos
como, por exemplo, nas ciências biológicas e da saúde, onde se estuda, entre
outros problemas, o crescimento populacional e a concentração de um medi-
camento no sangue. O processo de modelação matemática pode (e deve) ser
implementado nos Ensinos Básico e Secundário, tendo por base conceitos de
Matemática desses ńıveis de ensino. Com isso, os alunos terão a oportunidade
de resolver problemas com aplicações concretas, desenvolvendo as capacidades
de abstração, de analisar informação e, de um modo geral, de estabelecer co-
nexões.

O modo como a relação matemática-realidade é encarada suscita tomadas de
posição distintas. Alguns autores defendem a separação entre o mundo ma-
temático e o mundo real. A matematização é vista como uma tradução de
fenómenos reais, pertencentes a uma parte da realidade, para a Matemática. O
modelo matemático e a situação real a ser modelada são encarados como en-
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tidades separadas. Nesta linha, destaca-se o ciclo de modelação proposto por
Haylock [6], que está ilustrado na próxima figura.

Em śıntese, as quatro etapas do ciclo de modelação de Haylock traduzem-se em:

1. Construir o modelo matemático.

2. Obter a solução em linguagem matemática.

3. Voltar ao mundo real e interpretar a solução obtida.

4. Confrontar a solução com a situação real de que se partiu.

Se a solução obtida não fizer sentido, quando confrontada com a situação real,
deve-se voltar a percorrer todo o ciclo, confirmando cada passo dado de forma a
determinar o que correu mal e, eventualmente, testando outras abordagens ao
problema.

Vejamos um exemplo concreto. Considere-se a seguinte situação problemática.

O senhor Joaquim tem uma enciclopédia de 150 volumes e quer
arrumá-la em caixas. Cada caixa leva 18 volumes. Quantas caixas
são necessárias?

A aplicação do ciclo de modelação de Haylock, traduz-se nos seguintes passos:

1. Construir o modelo matemático: o problema do mundo real é modelado
pela expressão matemática 150÷ 18.

2. Obter a solução em linguagem matemática: recorrendo ao algoritmo da
divisão, tem-se 150 = 18× 8 + 6.

3. Voltar ao mundo real e interpretar a solução obtida: necessitamos de 8
caixas e um bocadinho de outra.

4. Confrontar a solução com a situação real de que se partiu: com apenas
8 caixas, ficam alguns volumes de fora. Sendo assim, são necessárias 9
caixas ao todo.
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Dada a simplicidade de implementação do ciclo de modelação de Haylock, en-
tendemos que este deve ser aplicado desde os primeiros anos do Ensino Básico.
Existem outros ciclos mais elaborados [1, 7] que poderão ser implementados
progressivamente nos anos que se seguem.

O ensino da Matemática deve proporcionar oportunidades aos alunos para se
envolverem em momentos genúınos de investigação matemática, permitindo
aproximar a atividade desenvolvida pelo aluno na sala de aula da atividade
desenvolvida pelo matemático num centro de investigação. O confronto de di-
ferentes conjeturas e justificações pode incentivar a interação dos alunos uns
com os outros e com o professor, favorecendo o desenvolvimento da capacidade
de argumentar e de comunicar matematicamente. Além disso, surgem natu-
ralmente oportunidades para se estabelecerem conexões com outros conceitos
matemáticos.

O projeto que se apresenta de seguida foi desenvolvido com uma turma do
3.o ano do Colégio do Castanheiro, em São Miguel. Por se tratar de uma
primeira abordagem, optou-se por apenas aplicar de forma intuitiva o ciclo de
modelação de Haylock. Incentivou-se as conexões com a expressão plástica, por
se entender que este tipo de estratégia já tinha apresentado bons resultados
noutro contexto [2].

2 O desenvolvimento do projeto

Através da construção do modelo do corpo humano, pretendia-se que as crianças
compreendessem e aplicassem, de uma forma prática e mais próxima da reali-
dade, conceitos matemáticos adquiridos previamente, bem como os conteúdos
aprendidos em Estudo do Meio no âmbito dos aparelhos do corpo humano. Desta
forma, proporcionou-se aos alunos vários momentos de revisão de conteúdos das
duas áreas curriculares.

A turma foi dividida em pequenos grupos e cada grupo ficou responsável por
criar um modelo. A construção dos modelos foi realizada durante várias sessões.
Em cada sessão, os alunos resolveram algumas situações problemáticas, de forma
a obter as medidas necessárias para a construção a implementar, mobilizando
com isso diversos conceitos matemáticos.

Numa segunda fase, as crianças procederam à construção dos vários elementos
do corpo humano, partindo das medidas calculadas na fase anterior e seguindo

Jornal das Primeiras Matemáticas, N.o 2, pp. 65–74
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instruções para o efeito. De seguida, descreve-se as várias componentes do
modelo que foram constrúıdas.

2.1 A cabeça e o pescoço

Para construir a cabeça, as crianças tiveram de medir as cabeças de todos os
elementos do grupo. Após elaborarem uma tabela de frequências, encheram um
balão com a medida da moda verificada na tabela. Procederam da mesma forma
para a construção do pescoço, cortando uma garrafa de 1, 5 l, de acordo com a
moda da medida do pescoço. No final, cobriram tudo com tiras de jornal e cola
branca.

2.2 Os membros

Na construção dos membros, os alunos mediram um braço e uma perna do ele-
mento mais baixo do grupo e tiveram de calcular o número de garrafas de 1, 5 l
necessário para atingir o comprimento medido do braço e da perna.

A seguir uniram o número necessário de garrafas para construir o braço e me-
diram o comprimento do braço para cortar o excesso. Depois procederam da
mesma forma para a perna. Cobriram-nos, de igual modo, com tiras de jornal
e cola branca.

2.3 O tronco

O tronco foi elaborado com uma caixa de dimensões próximas das do tronco
de uma criança. Os alunos identificaram o centro do topo da caixa, calculando
metade da sua largura e do seu comprimento, e o raio do fundo da garrafa
utilizada para fazer o pescoço. Recorrendo a um compasso, desenharam uma
circunferência no centro do topo da caixa para marcar o local onde iriam colar
o pescoço.

Na base da caixa, desenharam duas circunferências nos locais da colagem das
pernas. Para além de já saberam as medidas da base da caixa e do raio das
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70 Projeto “O Corpo Humano”

garrafas de 1, 5 l, indicou-se que a distância entre o lado do tronco e a superf́ıcie
da perna seria, aproximadamente, de um cent́ımetro.

Antes de colarem tiras de jornal com cola branca, as crianças afixaram bases de
garrafas de 1, 5 l, cortadas ao meio, para formar os ombros.

2.4 O aparelho circulatório

O desafio, na construção do aparelho circulatório, foi descobrir as medidas das
veias e artérias para o modelo. Para tal, as crianças tiveram de calcular a terça
parte da altura do tronco e a metade da largura do tronco para descobrir a
localização aproximada do coração. A seguir, calcularam as seguintes medidas:

� Um terço da altura do tronco: veia cava superior e artéria carótida comum;

� Dois terços da altura do tronco: veia cava inferior e aorta descendente;

� Metade da largura do tronco: artéria pulmonar, veia pulmonar e artéria
subclávia.

Com os resultados obtidos, os alunos mediram lã vermelha e azul para repre-
sentar as veias e artérias, colocando-as no coração feito de pasta de modelar.

2.5 O aparelho respiratório

As ramificações encontradas nos pulmões foram mote para proporcionar uma
abordagem muito simples às potências de expoente natural. Preparou-se uma
estrutura com as ráızes do pulmão e as ramificações iniciais. As crianças tiveram
de descobrir quantas peças de palhinha necessitavam de colar, em cada ńıvel,
sendo que, em cada uma das ramificações, encaixavam duas peças de palhinha.
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2.6 O aparelho urinário

Na construção dos rins, os alunos analisaram uma tabela com tamanhos aproxi-
mados dos rins de crianças entre os 7 e os 16 anos de idade. Com esta informação,
calcularam o tamanho do retângulo de tecido para fazer cada rim, sabendo que
o tecido teria de ser dobrado na largura.

Em relação à bexiga urinária, o objetivo era encher um balão com água, até
atingir o volume máximo que uma criança pode suportar. Para descobrir o
volume, os alunos utilizaram a fórmula (n+1)×30 ml, sendo n a idade. Infeliz-
mente, não conseguiram encher o balão porque ele não aumentava em volume,
apenas transbordava a água. Optou-se por encher o balão com ar.

2.7 O aparelho digestivo

Para construir o intestino delgado, as crianças calcularam o número de guar-
danapos que necessitavam para cobrir um arame com 100 cm, sendo que cada
guardanapo podia cobrir 7 cm do arame. Em seguida, cobriram o arame enro-
lado de guardanapos com uma collant castanha.
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Em relação ao intestino grosso, este foi constrúıdo com papel pardo e os alunos
calcularam o número de divisões que tinham de executar em cada segmento
(cólon ascendente, cólon transverso e cólon descendente), sabendo que cada
segmento tinha de medir 20 cm e a distância entre cada divisão teria de ser de
5 cm.

Não necessitaram de efetuar cálculos para os restantes órgãos do aparelho di-
gestivo.

2.8 Montagem e pintura

No final, as crianças pintaram, montaram, vestiram e apelidaram os modelos do
corpo humano, criando, desta forma, personagens com identidade.
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3 Considerações Finais

Entendeu-se que aliar a arte e a brincadeira na resolução de situações pro-
blemáticas seria uma forma de despertar, nas crianças da turma do 3.o ano,
um maior interesse pela área da Matemática. Com as tarefas desenvolvidas
no âmbito deste projeto, de caracter lúdico e cooperativo, pretendeu-se que as
crianças aprendessem e desenvolvessem competências a ńıvel cognitivo, psico-
motor e social, de uma forma descontráıda e divertida. De facto, as crianças
gozaram de momentos oportunos para empregar a sua imaginação e criatividade,
bem como puderam estabelecer diferentes conexões e verificar a importância da
Matemática em situações reais do dia a dia.

Ao longo do desenvolvimento do projeto, os alunos tiveram de obter informações
necessárias para a construção do corpo humano (e.g., medidas; modos de exe-
cutar). Para tal, os participantes colocaram em prática os seus conhecimentos
matemáticos e estratégias de resolução de problemas para obter os resultados
desejados. Visto que os trabalhos foram elaborados em pequenos grupos, os
alunos aprenderam, também, regras sociais e desenvolveram competências in-
terpessoais.

Os participantes, para além de aplicarem estratégias, conteúdos e conceitos ma-
temáticos, já adquiridos, mobilizaram, também, noções sobre os aparelhos do
corpo humano (digestivo; circulatório; respiratório; urinário; e reprodutor) e re-
correram à expressão plástica, estabelecendo assim conexões entre a Matemática
e as outras áreas. Através deste projeto, pretendeu-se que as crianças compreen-
dessem, de uma forma mais próxima e prática, os aparelhos e a sua constituição,
bem como verificassem a aplicabilidade dos conceitos matemáticos que haviam
aprendido.

Verificou-se empenho e entusiasmo por parte dos alunos durante o projeto, sendo
que, por vezes, estes chegaram mesmo a fazer sugestões para melhorar a cons-
trução e apresentação do corpo humano. Na primeira fase, cálculo de medidas,
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as crianças manuseavam os materiais que iriam utilizar na construção, como
forma de tentar descobrir como deveriam resolver as situações problemáticas.
Ao confrontar os dados, o objetivo e os resultados obtidos das situações pro-
blemáticas com a realidade, aplicando de forma rudimentar o ciclo de modelação
matemática de Haylock, os participantes consolidaram conceitos já adquiridos
e desenvolveram competências no âmbito da resolução de problemas, nomeada-
mente na formulação de novas estratégias.
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