.l‘.imer'o 19 osee Ludus

sDezembro. 202¢






Propriedade e Edicao

Associacao Ludus, Museu de Ciéncia, Rua da Escola Politécnica 56
1250-102 Lisboa, Portugal

Email: jpm@ludus-opuscula.org URL: http://jpm.ludus-opuscula.org

Director
Carlos Pereira dos Santos

Conselho Editorial

Alda Carvalho, acarvalho@adm.isel.pt, ISEL-CEMAPRE

Carlos P. Santos, cmfsantos@fc.ul.pt, CEAFEL-UL

Carlota Simoes, carlota@mat.uc.pt, Universidade de Coimbra

Jorge Nuno Silva, jnsilva@cal.berkeley.edu, Universidade de Lisboa
Ricardo C. Teixeira, ricardo.ec.teixeira@uac.pt, Universidade dos Acores

Informacoes

O Jornal das Primeiras Matemdticas é semestral, eletrénico e incide sobre
a matemdtica do pré-escolar e dos 1.2 e 2.° ciclos do ensino bdsico. A
comissao editorial podera aceitar artigos focados noutros niveis de ensino
desde que o conteido se mostre suficientemente relevante para permitir o
devido aproveitamento para os niveis que constituem o objeto do jornal. O
publico alvo é constituido preferencialmente por educadores e por
professores dos 1.2 e 2.2 ciclos, mas poderd estender-se a pais, encarregados
de educagdo e criangas. Os numeros saem nos exatos momentos de
Solsticio. As secgbes serdo as seguintes (em cada nidmero poderd haver
mais de um artigo por secgao ou secgdes que nao sejam contempladas):

Entrevistas

Jogos

Matemdtica no Quotidiano
Necessidades Educativas Especiais
Noticias

Os Primeiros Livros

Problemas e Desafios

Recursos Diddticos

Temas da Matemdtica Elementar
Viria

Os autores sao matemadticos, professores, educadores, formadores e
investigadores, proximos da realidade do pré-escolar e dos 1.° e 2.2 ciclos.
Isto é uma norma geral nao obrigatéria. Os textos sdo da responsabilidade
dos autores, nao refletindo qualquer visao editorial do jornal.






Indice

Pagina

Jogos: Isabel Melo, Raquel Dinis, Ricardo Cunha Teixreira |
JOGOS ALUSIVOS A PRIMEIRA DEZENA NA EDUCACAO PRE-ESCOLAR| . 5
\Noticias: Andrera Hall |
| PINOQUIO NA CIDADE DOS SOLIDOS| . . . « « v v v i e i i 23
Problemas e Desafios: Hélder Pinto, Angelo Silva |
PROBLEMAS DOS NOSSOS AVOS (17) . . . . . .. ... .. ... .... 29

'Temas da Matematica Elementar: Cristina Sousa, Alcina Figueiroa,

‘ Hélder Pinto
MATEMATICA RECREATIVA PARA A AQUISICAO DE COMPETENCIAS —
RELATOS DE ATIVIDADES EM CONTEXTO DE PRATICA DE ENSINO

[ SUPERVISIONADA (PES)| . . . ¢ v v vttt e e 55







ogee Ludus

Jogos

JOGOS ALUSIVOS A PRIMEIRA DEZENA NA
EDUCACAO PRE-ESCOLAR

Isabel Melo, Raquel Dinis, Ricardo Cunha Teizeira
FCSH-UAc, FCSH-UAc & NICA-UAc, FCT-UAc & NICA-UAc

isabel_melo_-1999@hotmail.com, raquel.jj.dinis@Quac.pt, ricardo.ec.teixeira@uac.pt

Resumo: Neste artigo, analisamos o contributo de jogos pedagdgicos, inspirados
nos principios orientadores do Método de Singapura para o ensino-aprendizagem
da Matemdtica na Educag¢do Pré-Escolar, no desenvolvimento do sentido de
numero, envolvendo a primeira dezena. Os jogos foram implementados no
decorrer de um estdgio pedagdgico na Educacao Pré-FEscolar, no ambito do
Mestrado em Educagio Pré-Escolar e Ensino do 1.° Ciclo do Ensino Bdsico,
da Universidade dos Acgores.

Palavras-chave: Jogos pedagdgicos, Ensino da Matematica na Educagao
Pré-Escolar, Sentido de nimero, Método de Singapura, Abordagem CPA.

1 Do jogo pedagdgico aos principios orientadores
do Método de Singapura

A brincadeira, a ludicidade e o jogo sao fundamentais para que as criancas
tenham um papel ativo na construgao do seu conhecimento, pois é por meio da
acao que se experienciam novas estratégias e se reflete sobre as mesmas, numa
perspetiva de aperfeicoamento de competéncias e conhecimentos, que conduz a
compreensao e, consequentemente, a aprendizagem: a crianca aprende fazendo.
Tendo isto em consideracao, ao serem fornecidas oportunidades de jogo, as
criangas desenvolvem as suas capacidades de reflexao e pensamento, tal como a
sua compreensao de conceitos e procedimentos importantes [24].

O recurso ao jogo em contexto pedagdgico estimula a compreensao de conceitos e
procedimentos, num nivel crescente de complexidade e abstracao, potenciando,
assim, o sucesso escolar. A pratica de jogos €, pois, de extrema importancia para
o desenvolvimento holistico das criancas. Deste modo, aliar as potencialidades
do jogo ao processo de ensino-aprendizagem perspetiva-se ser uma estratégia
muito vantajosa.
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6  JOGOS ALUSIVOS A PRIMEIRA DEZENA NA EDUCAGAO PRE-ESCOLAR

Assim, por meio do jogo pedagdgico, possibilita-se uma abordagem informal e
intuitiva dos conceitos e procedimentos matematicos abstratos que, de forma
mais natural e atrativa, sdo compreendidos [8]. Assumindo esta perspetiva,
os docentes sao encorajados a olhar para o jogo pedagdgico como um recurso
“desbloqueador das relagoes entre conceitos matemédticos” ([13], p. 26) e, por
isso, promotor de aprendizagens ativas e significativas, nao devendo ser encarado
meramente como uma atividade extracurricular.

O recurso ao jogo na sala de aula possibilita a passagem de uma metodologia
expositiva para uma metodologia centrada no aluno, que passa a participar
ativamente na construgao do seu conhecimento. Deste modo, o jogo pedagdgico
é considerado “um processo dinamico no qual o aluno torna-se o agente dessa
construgao ao vivenciar situagoes, estabelecer conexdes com o seu conhecimento
prévio, perceber sentidos e construir significados” ([6], p. 183).

As dinamicas promovidas pela préatica de jogos pedagdgicos ganham, assim,
algum potencial se forem articuladas com metodologias ativas que respeitem a
natureza da prépria Matematica. O Método de Singapura é um exemplo claro
neste sentido [10, 25]. Singapura ocupa sistematicamente os lugares cimeiros
do TIMSS [19, 20, 21, 22, 23]. O TIMSS (Trends in International Mathematics
and Science Study) avalia o desempenho dos alunos do 4.° ano e do 8.2 ano
em Matematica e em Ciéncias, tendo por finalidade gerar informagao sobre
os resultados do desempenho dos alunos e sobre os contextos em que estes
aprendem.

O Grupo de Trabalho de Matemaética, criado pelo Ministério da Educagao
(Despacho n.° 12 530/2018, de 28 de dezembro), elaborou um conjunto de 24
recomendagoes sobre o ensino, a aprendizagem e a avaliacao na disciplina de
Matemadtica [5]. Estas recomendactes apresentam caracteristicas comuns com
os principios orientadores de Singapura. Nao é por acaso que este relatério
dedica varias paginas ao programa de Matematica implementado em Singapura.

Na base do Método de Singapura estao trés teorias edificadoras: a abordagem
concreto-pictérico-abstrato (designada habitualmente por abordagem CPA),
inspirada nos trabalhos de Jerome Bruner [1], os principios da variabilidade
matemadtica e percetiva de Zoltdn Dienes [2] e a compreenséao instrumental versus
compreensao relacional de Richard Skemp [18].

Skemp [18] debruga-se sobre dois tipos diferentes de compreenséao, estabelecendo
uma distingdo entre compreensao instrumental e compreensao relacional. No
contexto da compreensao instrumental, a crianca aprende uma regra, algoritmo
ou método e executa-o/a de memoéria sem compreender, exatamente, o motivo
que a leva a executar a regra ou algoritmo: “pupils know the ruler but without
reason, likely from memory only” ([3], p. 42). Em oposi¢do, quando o discente
alcanga a compreensao relacional, para além de conhecer a regra ou algoritmo,
ele compreende-a/o e é capaz de explicar o motivo da sua aplicacao.

Assim, no contexto de uma compreensiao instrumental, o aluno aplica uma regra

recorrendo a memorizagao. Por seu turno, com uma compreensao relacional
existe a efetiva compreensao da regra, pelo que, quando confrontado, o aluno
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é capaz de explicar o procedimento matematico subjacente a sua aplicagao.
Edge [3] corrobora a ideia de que a aposta numa compreenséo relacional é mais
vantajosa, a longo prazo, para a aprendizagem das criancas, afirmando que
Skemp reconhece que “in the short run, teaching for instrumental understanding
s easier and may have short-term positive effects. However, for a long-term
value, relational understanding must be the focus of instruction” (p. 42). Na

verdade, “It is more adaptable to new tasks [...] It is easier to remember |...]
Relational knowledge can be effective as a goal in itself |...| Relational schemas
are organic in quality [...]” ([18], pp. 9-11).

Por seu turno, Dienes [2] é o autor dos principios de variabilidade matemdtica
e percetiva. Em relacao ao principio da variabilidade matematica, o autor
refere que a abordagem a um conceito deve focar os atributos matematicos
essenciais a sua compreensao, “por meio de experiéncias que incluam o maior
numero possivel de varidveis” (2], p. 41). Neste sentido, deve-se variar os
aspetos que nao sao essenciais a estrutura do conceito e centrar a atengao no
aspeto constante, alcancando-se “o conceito matematico geral, livre de qualquer
mancha e particularizagdo” ([2], p. 190).

Por seu turno, o principio da variabilidade percetiva privilegia a utilizagao de
diversos materiais e contextos para abordar um determinado conceito: “a mesma
estrutura conceptual deve ser apresentada na forma de tantos equivalentes
percetivos quanto possivel” (2], p. 42). Para Dienes, “a esséncia da abstragéo é
retirar propriedades comuns de diferentes tipos de situagées” ([2], p. 190). Neste
contexto, a exploracao de representagoes miiltiplas é de elevada relevancia, uma
vez que permite variar a representacao percetiva e manter a estrutura concetual

[3].

Por fim, devemos referir a abordagem concreto-pictérico-abstrato (abordagem
CPA), inspirada nos trabalhos de Bruner [1]. Para este autor, a aprendizagem
da Matematica é um processo ativo, que deve seguir uma caminhada progressiva
e faseada do concreto para o abstrato, com vista a compreensao dos conceitos
e procedimentos matemaéticos. Ao experienciarem esta caminhada, os alunos
tém a oportunidade de explorar trés estddios de aprendizagem, que Bruner
denominou por ativo, icénico e simbdlico. Em maior detalhe, Bruner [1] explicita
que:

Any set of knowledge [...] can be represented in three ways: by a
set of actions appropriate for achieving a certain result (enactive
representation); by a set of summary images or graphics that stand
for a concept without defining it fully (iconic representation); and a
set of symbolic or logical propositions drawn from a symbolic system
that is governed by rules or laws forming [...] propositions (symbolic
representation). (pp. 44-45)

Neste sentido, fomenta-se a compreensao de conceitos e procedimentos abstratos,
através de representagoes concretas e pictéricas, o que constitui um aspeto
extremamente enriquecedor para a aprendizagem ativa e significativa da crianga.

O curriculo de Singapura inspirou-se nos estudos deste psicélogo para estruturar
e organizar as dindmicas de aprendizagem. Hoong, Kin e Pien [7] compararam
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as duas abordagens e concluiram que existe uma correspondéncia direta entre a
abordagem ativo-icénico-simbdélico de Bruner [1] e a abordagem CPA do Método
de Singapura, constituindo esta mudanga de designagao uma tentativa sobretudo
de simplificagao da linguagem.

No presente artigo, seguimos a estruturacao da aprendizagem da Matematica
na Educacao Pré-Escolar, inspirada no Método de Singapura, de acordo com os
oito grandes temas apresentados por Santos e Teixeira [16]. Os jogos centram-se
no desenvolvimento do sentido de ntiimero, no contexto da primeira dezena [15],
mobilizando outros temas, nomeadamente tarefas envolvendo propriedades e
critérios [14].

2 Jogos promotores do sentido de niimero

Neste tépico, apresentamos uma série de jogos de exploracao dos niimeros de 1 a
10, que foram implementados em contexto da Educagdo Pré-Escolar. Faremos a
descrigao, analise e reflexao sobre as experiéncias de aprendizagem promovidas,
tendo como fundamento os principios orientadores do Método de Singapura.

2.1 O Ourico e os niimeros

Neste jogo, procuramos desenvolver a abordagem CPA do Método de Singapura,
com foco nos nimeros naturais até 5. Esta abordagem surgiu integrada numa
intervencao dedicada & tematica “Estagdoes do Ano — outono”, em que se quis
distinguir o ourigo dos castanheiros do ourigo-cacheiro. A Figura 1 apresenta
um registo fotografico do jogo, que abaixo se caracteriza.

Figura 1: Registo fotografico do jogo “O Ourico e os nimeros”.

Material necessario

Para a implementacao deste jogo, foram utilizados cinco cartdes em formato
de ourigo-cacheiro, cinco cartoes de pequenas dimensoes, cada um com uma
representagao pictérica de um nimero do 1 ao 5, cinco cartoes, do mesmo
tamanho, com a representagdo abstrata (numeral escrito) dos nimeros do 1
ao 5 e diversas molas pequenas. No cartao principal e em cada cartao mais
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pequeno, relativo a representacao pictérica ou abstrata, foram colocados pedagos
de velcro, facilitando a realizacao da atividade. Além disso, todos os cartoes
foram plastificados para garantir maior durabilidade.

Salientamos que foram utilizados apenas cartées com os numeros do 1 ao 5,
porém, consoante o desenvolvimento e conhecimentos das criangas é possivel ir
acrescentando outros cartoes, compondo a primeira dezena.

Dinamica de jogo

Optdmos por realizar o jogo com quatro criangas em simultdneo, constituindo
duas equipas de dois elementos cada.

A dinamica desenvolvida favoreceu a cooperacao. De facto, ao iniciar o jogo,
os dois elementos de cada equipa tinham de se auxiliar mutuamente de modo
a completar o ouri¢o-cacheiro, ganhando a equipa que o conseguisse fazer em
primeiro lugar e com todas as representagoes corretas. Com as criangas de 5 e
6 anos, além da implementagao do jogo a pares, ocorreu também a realizagao
individual a pedido delas préprias. Nesta versao, cada um dos quatro jogadores
dispunha de um conjunto de cartoes para completar individualmente, vencendo
o jogador que os completasse corretamente em primeiro lugar.

Em relagao ao desenvolvimento do jogo, diferenciamos a sua abordagem, de
modo a adequar o nivel de dificuldade aos conhecimentos das criancas. Assim,
num primeiro nivel e para as criancas de 3/4 anos, a estagidria forneceu a
cada uma um cartao de jogo de ourigo-cacheiro com a representagao pictdrica
e abstrata de um determinado nimero (diferente para cada jogador), tendo a
crianga de o completar com a respetiva representacao concreta, isto é, colocando
molas em quantidade correspondente. Ao longo das diversas exploragoes, fomos
variando a representagao que as criangas tinham de identificar, percorrendo,
assim, a identificagao dos trés tipos de representacao do numero: concreto
(através da colocagdo das molas), pictérico (apresentando o cartdo com os
pequenos circulos) e abstrato (colocando o cartdo com o respetivo numeral).
Importa referir que, nas primeiras exploragoes, auxilidmos as criangas por forma
a que fossem alcancando as aprendizagens pretendidas.

Por sua vez, com algumas criangas de 4 anos e com as criancas de 5 e 6 anos
incidimos o desenvolvimento do jogo na descoberta de duas das representagoes de
um determinado nimero. Como tal, num primeiro nivel, a estagidria forneceu a
cada crianga um cartao de jogo de ourico-cacheiro com o cartao da representagao
abstrata de um determinado numero, sendo este diferente para cada jogador.
Em seguida, as criancas tinham de reconhecer o numeral, identificar a respetiva
representagao pictorica, pondo o destacivel no cartao principal, bem como
colocar a quantidade de molas correspondente (concreto).

O jogo foi concebido de modo a explorar diferentes representagoes. Com isto,
conseguimos aplicar seis dindmicas diferentes, as quais passamos a descrever: i),
ii) e iii) apresentar dois elementos (molas e cartdo com registo pictdrico, molas
e cartdo com o numeral ou cartdo com registo pictérico e numeral) e a crianga
tem de identificar a representacido em falta; iv) apresentar a representagio
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abstrata e a crianca tem de identificar a representacdo pictérica e colocar as
molas (concreto); v) apresentar a representacdo pictérica e a crianga tem de
associar o cartao com o numeral e colocar o nimero de molas correspondente;
vi) colocar as molas e a crianga tem de associar a representagdo pictérica e
abstrata.

Ap6s a exploracao orientada, demos liberdade as criangas de serem elas préprias
a escolher um cartao com um determinado numeral para completar o seu cartao
de jogo.

2.2 Qual é a minha metade?

Este jogo combina representagoes pictdricas e simbdlicas da abordagem CPA,
com a dinamica de jogo da memdria, na exploracao dos nimeros naturais até 5.
A Figura 2 ilustra o jogo desenvolvido, que em seguida se apresenta e analisa.

— T~

[

Figura 2: Registo fotografico do jogo “Qual é a minha metade?”.

Material necessario

Para o desenvolvimento deste jogo foram necessérios cinco puzzles, cada um
representativo de um nimero do 1 ao 5. Cada puzzle era composto por duas
pegas, em que uma apresentava a imagem de uma metade de uma maca com
a representacao abstrata de um nimero (numeral) e a outra pega expunha a
outra metade da maga com uma representacao pictdorica do mesmo nimero
(com recurso a pequenas sementes).

Dinamica de jogo

Este jogo individual apresenta duas dindmicas. Inicialmente, colocaram-se todas
as pegas dos puzzles aleatoriamente em cima da mesa, com as suas faces viradas
para cima, por forma a serem observadas. Em seguida, a crianca tinha de
selecionar uma pega & sua escolha (podendo ser a da representacdo pictérica ou
simbdlica) e completar o puzzle, associando-lhe a peca com a metade de maga
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correspondente: se inicialmente tivesse escolhido a representagao pictérica, tinha
de associar a representagao simboélica ou vice-versa.

Numa segunda dinamica, o jogo foi realizado com uma tipologia semelhante
ao jogo da memoria. Como tal, todas as pecas dos puzzles foram novamente
colocadas de forma aleatéria em cima da mesa, mas com as faces viradas para
baixo, sem que as criangas conseguissem observar as imagens. Para a sua
realizagao, a crianga escolhia uma das pecas, colocando-a & sua frente com a
face virada para cima. Em seguida, por forma a completar o puzzle, tinha
de ir virando as restantes pecas até acertar na representacao correspondente.
Sempre que era virada uma peca que nao pertencia ao puzzle em questao, ela
era novamente colocada com a imagem para baixo. Com este procedimento, a
crianga ia memorizando a posicao de determinadas pecas e, assim, conseguia
efetuar os emparelhamentos de forma sucessivamente mais rapida.

Para além destas duas dindmicas individuais foram exploradas outras situagoes,
em momentos de brincadeira livre entre as criangas e entre a estagiaria e as
criangas, que possibilitaram momentos de interagao em grupo, cooperagao e
competicao. Neste contexto, uma terceira dinamica foi realizada da mesma
forma que a primeira, diferenciando-se desta por ter sido desenvolvida a pares.
Assim, acrescentou-se o elemento competitivo, em que ganhava a crianca que
conseguisse completar corretamente um maior nimero de puzzles. De igual
forma, desenvolveu-se o jogo com a tipologia de jogo de memoria a pares,
promovendo-se a competigao entre os elementos do mesmo par.

Com o objetivo de estimarmos a cooperagao entre as criangas, avangamos para
uma terceira fase em que desenvolvemos o jogo em grupos de quatro criancas,
compostos por equipas de dois elementos cada. Desta forma, os jogadores de
cada equipa tinham de se auxiliar mutuamente na composi¢do dos puzzles (nas
dindmicas com as faces viradas para cima e para baixo), com o objetivo de
ganhar o jogo, isto é, de completar corretamente o maior niimero possivel de
puzzles. Foi nosso objetivo promover situagoes de competicao que estimulassem
a cooperagao entre os elementos de um mesmo par.

2.3 Quantos sao?

Este jogo foi introduzido numa intervencao dedicada & temédtica da “Educacgao
Ambiental”. Com o presente jogo, para além da abordagem CPA, tenciondmos
desenvolver os principios da contagem, envolvendo os nimeros naturais até 5
[4, 15]: contagem estdvel (saber a sequéncia das palavras-nimero — “1,2,3,4,5”),
correspondéncia um-para-um (fazer corresponder a cada termo numérico um
item para contar, sem contar itens mais de uma vez ou esquecer-se de algum),
abstragdo (diversificar os itens a contar — objetos, sons, personagens de uma
histdria, etc.), irrelevincia da ordem (o resultado de uma contagem néo depende
de onde se comega nem da organizacdo espacial da contagem) e cardinal (o
ultimo item a ser contado reflete o ntimero total de itens).

Na Figura 3 consta o registo fotografico do jogo, que nesta sequéncia se apresenta
e caracteriza.
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Figura 3: Registo fotografico do jogo “Quantos sao?”.

Material necessario

Com vista & implementagao deste jogo, foi utilizado um cenario de um oceano em
tamanho A2 e 25 cartées com o formato das personagens da histéria explorada,
que se intitulava Serd o Mar o Meu Lugar?, de Saran Roberts [11].

Importa referir que foram disponibilizadas cinco cépias de cada uma das cinco
personagens: 5 gaivotas, 5 tartarugas, 5 aguas-vivas, 5 baleias e 5 cépias da
personagem Tomé da histéria. Para além destes elementos, o jogo também
contemplava uma tabela plastificada para registo pictérico e simbdlico, um
cartao destacavel com a imagem de cada personagem da histéria, para colocar
no inicio de cada linha da tabela, cartoes com os numerais, do 1 ao 5, e
um marcador. O material disponibilizado permitiu, em diferentes exploragoes,
variar as quantidades de cada personagem, bem como a disposicao dos cartoes
no cenario.

Dinamica de jogo

Este jogo comecou por ser planificado com a intencao de contagem e registo.
Contudo, de forma voluntaria, as criancas acrescentaram a atribuigao de pontos
por cada desafio correto e a identificacdo, no final, de um vencedor. As partidas
decorreram em grupos de cinco criancas.

Para iniciar o jogo, as varias personagens eram dispostas no cendrio, segundo
diferentes arrumagoes e diversificando as quantidades de cada uma de modo
a abranger todos os numeros do 1 ao 5, como, por exemplo: uma baleia,
duas dguas-vivas, trés tartarugas, quatro cépias da personagem Tomé e cinco
gaivotas. Importa salientar que diferencidmos a abordagem ao jogo, tendo em
consideracao o desenvolvimento das criangas, no que se refere & disposicao das
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personagens no cendrio. Como tal, com as criangas de 3 e 4 anos as personagens
ficaram dispostas em grupos do mesmo tipo, enquanto que, para as restantes
criangas (que eram a maioria), as personagens foram colocadas no cendrio de
forma aleatoéria.

Apos a colocacao das personagens no cendrio, cada crianga, a vez, contava o
nimero de exemplares da personagem escolhida (exploragdo concreta). Em
seguida, na linha da tabela correspondente a personagem selecionada, pintava
ou fazia um desenho em tantos quadrados quantos a quantidade de exemplares
da sua personagem (registo pictérico). Por fim, era selecionado e colado, no
final da fila de quadrados, o cartao com o numeral correspondente & quantidade
de exemplares da personagem (registo abstrato).

Desta forma, procurdmos desenvolver/consolidar quatro dos cinco principios da
contagem: os principios da contagem estavel e da correspondéncia um-para-um
(na contagem dos exemplares da sua personagem, as criancas apontavam para
cada um a medida que iam contando em voz alta); o principio da irrelevancia
da ordem (as criangas eram estimuladas a contar os exemplares de uma mesma
personagem, que se encontravam dispersos pelo cendrio, a partir de diferentes
posigdes); e o principio da cardinalidade (concluida a contagem no cendrio e
efetuado o registo pictorico na tabela, a crianga era questionada sobre quantos
exemplares da personagem existiam no cenario; em seguida, referia o nimero
e colava na tabela o cartao com o numeral correspondente, de modo que esta
pudesse constatar que o 1ltimo item contado correspondia ao cardinal desse
conjunto). No contexto da dindmica deste jogo, também é possivel explorar o
principio da abstracao, por exemplo, solicitando que o participante bata tantas
palmas quantas as cépias da sua personagem (outras possibilidades passam por
saltar, assobiar, subir ou descer degraus de uma escada, etc.).

Além disso, importa realcar que houve o cuidado de elaborar cinco exemplares
de cada uma das cinco personagens. Este cuidado teve o intuito de, em cada
repeticao do jogo, podermos variar as quantidades de cada personagem, levando
a que o jogo nao se tornasse repetitivo. Deste modo, as criancgas realizaram o
jogo através da aplicagdo de conhecimentos (contagens) e ndo por saberem,
por exemplo, que existiam sempre duas baleias, independentemente da sua
posicao. Assim, o jogo tornou-se mais dindmico e estimulador de aprendizagens
enriquecedoras. De notar que este cenario de abordagem CPA pode ser adaptado
para a exploragao dos numeros até 10, com a mesma dindmica, se recorrermos
a dez cépias de dez personagens diferentes.

2.4 Puzzle numérico

Neste exemplo, mobilizdmos a abordagem CPA através de um jogo, para a
aprendizagem dos numeros naturais até 10. O registo fotografico consta na
Figura 4, seguindo-se a sua caracterizacao e analise.

Material necessario

O jogo era constituido por 10 puzzles, cada um referente a um nimero do 1 ao 10.
Cada puzzle era composto por quatro pecas: a primeira continha a representacao
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—

Figura 4: Registo fotografico do jogo “Puzzle numérico”.

pictorica de um nimero do 1 ao 10, com imagens reais de um determinado
objeto; a segunda pega apresentava a representacao do mesmo numero com
a imagem dos dedos das maos; a terceira continha o numeral (representagio
abstrata) e a ultima era uma peca em branco, que se destinava a um registo
pictorico a ser efetuado pelo participante. As pegas podiam ser encaixadas por
qualquer ordem. Na andlise que se segue, utiliza-se a ordem das pegas referida
acima.

Dinamica de jogo

Numa primeira abordagem, o jogo foi explorado em grande grupo no tapete.
A estagiaria colocou as vdrias pegas dispostas no tapete, escolheu a primeira
peca do puzzle do ntimero 3 e, em conjunto, as criangas realizaram a contagem
dos elementos/itens. De seguida, uma das criangas selecionou a segunda peca
do puzzle correspondente, fez a contagem dos dedos da mao e reproduziu essa
configuracao com a sua mao. Posteriormente, outra crianga identificou a terceira
peca (numeral) e uma quarta utilizou a peca em branco. A dltima peca tinha o
intuito de as criangas efetuarem, autonomamente, uma representacao pictérica
do nimero, pelo que a crianca em questao desenhou trés pontos. Repetiu-se o
mesmo procedimento para os puzzles dos nimeros 5 e 7.

Apoés esta exploracdo, o jogo foi realizado a pares. A estagidria comegou por
distribuir aleatoriamente as pegas do jogo numa mesa e por fornecer a primeira
peca a cada um dos jogadores, sem que os mesmos a observassem. De seguida,
foi dado um sinal para iniciar o jogo, a partir do qual cada crianca teve de
completar o seu puzzle com as restantes pegas correspondentes: colocar a pega
com a representacao envolvendo a imagem dos dedos das maos, a pega com o
numeral e escrever/desenhar na pega em branco, de modo a efetuar um registo
pictérico partindo da escolha livre do simbolo a usar. Assim, ganhou o jogo a
crianga que primeiro conseguiu completar corretamente o seu puzzle.
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.

E importante referir que a peca em branco nao foi contabilizada para ganhar o
jogo, uma vez que, por exemplo, para os puzzles dos numeros 2 e 7, a crianga
que tivesse de fazer a representacao pictorica do nimero 2 estaria em vantagem
em relacao a que fizesse a do nimero 7, por demorar menos tempo a desenhar.
Assim, contabilizdmos apenas a construcao do puzzle com as trés pecas iniciais
para determinar quem ganhava o jogo, pelo facto de estas pecas exigirem apenas
a sua selecao, colocando, assim, ambos os jogadores no mesmo nivel. Além disso,
queriamos que as criangas dispusessem livremente de tempo para escolherem o
sfmbolo a usar para efetuarem o registo pictérico, comparando posteriormente
os simbolos empregues nas representacoes dos diferentes ntimeros.

O jogo foi realizado de trés formas diferentes, dada a diferenciagao pedagdgica
implementada no que diz respeito ao conhecimento dos numeros dos puzzles.
Neste sentido, com as criancas mais pequenas e com as que apresentavam
maiores duvidas, realizdmos os puzzles apenas dos ndmeros até 5, enquanto
que com as restantes criangas recorremos aos numeros até ao 10. De facto,
existia um grupo de criangas que necessitava de consolidar o intervalo numérico
de 1 a 5, enquanto as restantes ja tinham os primeiros cinco nimeros naturais
bem consolidados e apresentavam alguns conhecimentos relativos aos restantes
numeros. Importa referir que a abordagem dos puzzles dos ntimeros até ao
10 foi faseada, isto é, em primeiro lugar dinamizdmos os puzzles do 6 ao 10 e
posteriormente do 1 ao 10, por sugestao das préprias criancgas.

2.5 Lanca e avanca

Com este jogo tenciondamos consolidar os nimeros naturais até 5, articulando os
principios da contagem [4, 15] com a subitizagao, ou seja, com o reconhecimento
de pequenas quantidades sem contagem [9, 15]. A Figura 5 expoe o jogo referido,
sendo acompanhada pela respetiva caracterizagao.

Material necessario

Para a dinamizagao deste jogo foram necessarios dois arcos, duas bolas e seis
pinos. Para além disso, utilizaram-se dois dados em forma de cubo de grandes
dimensobes, construidos a partir de caixas de café: um primeiro dado (o dado
numérico) com cinco faces com os numerais do 1 ao 5 (representacao abstrata)
e com uma face com um simbolo que solicitava novo langamento, e um segundo
dado (o dado dos deslocamentos) com imagens reais apelando a diversos tipos
de deslocamentos (saltar a pés juntos, saltar num s6 pé, saltos em tesoura, saltos
com agachamento, etc.).

No chéo existiam, ainda, 15 casas de jogo (cartolinas) dispostas em trés filas,
cada uma com 5 casas. Em cada fila, as casas de jogo apresentavam o registo
pictérico de um nimero, do 1 ao 5, sendo que na primeira fila a disposi¢ao
das pintas estava de acordo com a arrumacgao habitual presente nos dados
tradicionais e nas pecas de domind, e as restantes filas contemplavam diversas
arrumacgoes das pintas que compunham os registos pictéricos. No final do
percurso do jogo, encontrava-se uma cartolina com a palavra “meta” e estavam
disponiveis diversos cartoes com questoes sobre a tematica em exploragao,
relativa ao tema “As Profissdes”.
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Figura 5: Registo fotogréafico do jogo “Lanca e avanca”.

Dinamica de jogo

O jogo foi implementado numa sessao de Educacao Fisica, pelo que o grupo de
criangas foi dividido em duas equipas, jogando duas criancas de cada vez, uma
de cada equipa. Com a dinamica mobilizada, o jogo permitiu integrar diversos
dominios de conteido, distribuidos por trés etapas. Neste contexto, e no dominio
da Educacao Fisica, para iniciar o jogo, cada uma das duas criangas tinha de se
colocar dentro de um arco e lancar uma bola em diregao a trés pinos de jogo,
ganhando a que os derrubasse em primeiro lugar ou em maior quantidade. Esta
etapa determinava a primeira crianga a jogar na etapa seguinte.

A segunda etapa versou os dominios da Matematica e da Educagao Fisica. Como
tal, as criancas, a vez, tinham de langar o dado numérico, reconhecer o numeral e
identificar, na primeira fila de casas de jogo, a casa cuja representacao pictérica
correspondia ao numeral da face superior do dado numérico (podendo contar
as pintas das casas dessa fila, sempre que necessario, ou seja, sempre que 0s
participantes nao conseguissem identificar as quantidades representas em cada
casa, sem contagem). Apds essa identificagio, a crianga deslocava-se para a
casa de jogo correspondente, langava o dado dos deslocamentos e realizava o
movimento determinado pela face superior desse dado tantas vezes quantas o
nimero da sua casa. A titulo de exemplo, uma crianca que estivesse na casa do
nimero 3 e obtivesse o movimento de saltos a pés juntos no langamento do dado
dos deslocamentos, teria entao de realizar trés saltos a pés juntos. Esta dinamica
foi realizada para cada fila. Se um jogador nao acertasse na casa correspondente
ao numero obtido no langamento do dado numérico, este voltava para a posigao
onde se encontrava antes dessa jogada.
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Nesta etapa do jogo, procurdmos desenvolver a abordagem CPA (invertendo a
ordem mais tradicional de exploragdo), com aplicacdo dos cinco principios da
contagem. Partia-se do abstrato, com o reconhecimento do numeral obtido no
langamento do primeiro dado (o dado numérico). Seguia-se o reconhecimento
da representacao pictérica desse numero, na fila correspondente a fase do jogo,
aplicando na contagem das pintas das casas dessa fila, sempre que necessario,
os principios da contagem estavel (contar em voz alta usando corretamente a
sequéncia das palavras-nimero), da correspondéncia um-para-um (contar
apontando de modo a nao esquecer ou repetir elementos), da irrelevancia da
ordem (verificar que o resultado de uma contagem nao depende de onde se
comega nem da organizagao espacial usada na contagem) e do cardinal (verificar
que o ultimo elemento a ser contado reflete o numero total de elementos).
Por fim, estimulava-se a fase concreta através da realizagdo de movimentos
em numero igual ao do valor do dado numérico, desenvolvendo-se, com isto,
os principios da abstragdo (“tudo pode ser contado”, incluindo saltos) e da
contagem estavel (aplicar corretamente a sequéncia das palavras-nimero). Além
disso, apelamos a subitizacao, mediante a apresentacao de diversas arrumacgoes
das pintas nas casas de jogo, estimulando as representacoes miltiplas dos registos
pictéricos de um mesmo niimero e o reconhecimento de pequenas quantidades
sem contagem.

Na tltima etapa, os participantes tinham de responder a uma questao sobre a
tematica em exploragao, “As Profissoes”. No final de cada ronda, o jogador que
chegasse em primeiro lugar e respondesse corretamente a questao apresentada
ganhava um ponto. No término das rondas, a equipa com mais pontos era
declarada vencedora.

3 Potencialidades pedagodgicas dos jogos
implementados

Todas as criangas participaram de forma ativa nas dindmicas propostas, tendo
demonstrando muito empenho e alguma capacidade de concentracao, o que,
por sua vez, se traduziu na compreensao dos conteidos e no desenvolvimento
das aprendizagens pretendidas. A abordagem CPA [1] foi constante e central
nos jogos desenvolvidos. Esta abordagem revela-se especialmente rica para a
aprendizagem das criangas em idade Pré-Escolar, uma vez que através dela
oferecem-se oportunidades “to interact with concrete manipulatives or concrete
experiences to construct meanings and connect this learning experience with the
pictorial and abstract representations of the mathematics concepts” ([17], p. 35).

Nos jogos introduzidos, desenvolvemos diferentes dindmicas que permitiram
explorar o potencial da abordagem CPA. Neste sentido, os jogos “O Ourico
e os numeros”, “Quantos sao?” e “Langa e avanga’ possibilitaram explorar
os trés estddios defendidos por Bruner [1]. Por sua vez, os jogos “Qual é a
minha metade?” e “Puzzle numérico” centraram-se essencialmente em registos
pictéricos e simbdlicos, embora as pecas do jogo “Puzzle numérico” com a
representagao dos ntumeros através dos dedos das maos tenham apelado a que
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as criangas usassem os seus proprios dedos para verificar essa representagao.

Entendemos que a multiplicidade de dinamicas desenvolvidas revelou-se eficaz
para a aprendizagem das criangas. Através delas, promovemos a exploracio
de diferentes registos, nao sé6 em termos da caminhada progressiva rumo a
abstracao, como também reforcando as representagoes miltiplas das diferentes
fases, incluindo a sua exploragdo em sentido inverso (dos registos simbélicos &
concretizagao), como aconteceu no jogo “Lanca e avanga”, permitindo estimular
o pensamento e a compreensao do sentido de nimero e, assim, aprendizagens
mais enriquecedoras e significativas.

No jogo “O Ouri¢o e os nimeros”, observamos uma situagdo interessante e
merecedora de reflexdo. Em momentos de escolha livre do nimero a explorar,
constatamos que algumas criangas nao escolhiam o nimero 5, preferindo realizar
0 jogo apenas com os nimeros 1, 2 ou 3. Ao questionarmos sobre o porqué de
nao escolherem o numero 5, obtivemos a seguinte resposta: “Eu perdia, por
causa que eu demorava mais tempo que o [crianga E]” (crianga L). Com isto,
concluimos que estas criangas ja tinham consolidados os conhecimentos a este
nivel, evidenciando-se o sentido de niimero e a compreensao da comparacao de
quantidades, ou seja, que o numero 5 é maior que o ntmero 1, por exemplo.
Com este conhecimento, as criancas sabiam que ao escolher o niimero 5 iriam
perder o jogo porque tinham de colocar mais molas, levando mais tempo que o
adversério.

Destacamos o jogo “Qual é a minha metade?” com a variante de jogo da
memoria, pelo facto de ter convocado a memoria visual das criancas. Durante
a sua realizacao, apercebemo-nos de que a maioria das criangas apresentava um
bom desenvolvimento da memoéria visual, uma vez que numa jogada em que era
necessario descobrir uma carta que jé tinha sido visualizada, elas conseguiam
fazer o par logo na primeira tentativa. Quando jogado em equipas, verificou-se
um forte sentido de cooperacao, dado que os jogadores se auxiliavam uns aos
outros na descoberta dos pares, combinando estratégias para tal, como, por
exemplo, um elemento da equipa memorizava as posigoes dos cartoes com as
representagoes pictoricas, enquanto o seu colega memorizava as dos cartoes com
representagoes simbdlicas.

Em relagao ao jogo “Puzzle numérico”, disponibilizaram-se pegas com diferentes
representacoes de cada ntimero, de modo a potenciar o desenvolvimento do
sentido de nimero através de representagoes multiplas. Com a introdugdo da
peca em branco, pretendiamos que fossem as criangas a criar a sua prépria
representagao pictorica, apelando, assim, a um maior enriquecimento dos
registos partindo das suas vivéncias.

Neste ponto, constatdmos que as criangas, para além de fazerem a representagao
utilizando pontos e outras formas, também manifestaram interesse em escrever
o numeral, apelando a representacao simbdlica. Consideramos uma situagao
pertinente que releva o interesse das criangas pela escrita dos numerais. Neste
sentido, verificAmos que algumas criangas demonstraram maior facilidade em
escrever os numerais do 1 ao 5 apds exploracao visual dos respetivos simbolos,
de modo a recordar o grafismo associado a cada numeral.
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E ainda de referir que tivemos como foco o desenvolvimento dos cinco principios
da contagem [4, 15]. Nesta Gtica, promovemos a contagem estavel, incentivando
o registo oral da sequéncia correta das palavras-nimero, e a correspondéncia
um-para-um, em que as criancas associavam cada palavra-nimero a um objeto
do conjunto, apontando para esse objeto, de modo que nao fossem contados
objetos mais de uma vez ou que algum objeto ficasse por contar. Outro principio
explorado foi o da cardinalidade, segundo o qual a ultima palavra-ntimero da
sequéncia determina o cardinal do conjunto de objetos ou seres que estd a ser
contado. De modo a desenvolver este principio, procurdmos que as criancas
apresentassem um cartdo com o numeral relativo ao nimero de objetos/seres
ap6s cada contagem. Em jogos como “Quantos sao?” e “Lanca e avanga”
apelamos, também, ao principio da irrelevancia da ordem, com contagens
efetuadas a partir de diferentes posigoes, de modo que as criangas percebessem
que o numero de objetos ou seres de um conjunto é sempre o mesmo, nao
dependendo das posi¢oes onde comega e termina a contagem nem da organizagao
espacial da prépria contagem. No jogo “Lanca e avanga”, aborddmos também o
principio da abstracao, promovendo uma diversidade de contagens, em particular
de movimentos, numa légica em que “tudo pode ser contado”. Vimos também
que o mesmo principio pode ser explorado no jogo “Quantos sao?”.

Neste contexto, constatdmos que a maioria das criangas foi desenvolvendo os
diferentes principios da contagem e ultrapassando algumas dificuldades que se
manifestaram no decorrer das exploracoes efetuadas. Em relagao ao principio
da contagem estdvel, importa referir que uma das criancas de 3 anos sabia
inicialmente, apenas, a sequéncia das palavras-nimero até ao ndmero trés,
trocando em seguida o quatro com o cinco. No que concerne ao principio da
cardinalidade, a mesma crianga de 3 anos e duas de 4 anos inicialmente nao
reconheciam que o ultimo nimero a ser referido na contagem representava o
total de objetos do conjunto. Porém, no decorrer das sucessivas realizagoes de
jogos e do acompanhamento pela estagiaria, estas criangas foram colmatando
as lacunas verificadas.

Um aspeto merecedor de reflexdo diz respeito & disposigdo dos objetos/itens
envolvidos na contagem. Nos jogos “O ourico e os numeros”, “Qual é a minha
metade?”, “Lanca e avanga’ e “Puzzle numérico” (com numeros até 5), as
criancas nao demonstraram dificuldades significativas nas contagens, ao
contrario do observado nos jogos “Quantos sao?” (sobretudo quando os cartoes
de uma mesma personagem se encontravam mais dispersos no cendrio) e “Puzzle
numérico” (com nitmeros do 6 ao 10). Nestes tltimos dois jogos, algumas
criancas tendiam a repetir a contagem de elementos que ja tinham contado
ou a perder-se na contagem.

Analisando as dinamicas dos diferentes jogos mencionados, constatdmos que as
dificuldades surgiram sobretudo quando os elementos mobilizados na contagem
se encontravam dispersos e desorganizados. Desta forma, verificAmos que as
dificuldades observadas estavam diretamente relacionadas com as arrumacgoes
dos objetos e, no caso do jogo “Puzzle numérico” (com niimeros do 6 ao 10),
também com a maior quantidade de elementos que tinham de ser mobilizados
na contagem.
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Sempre que surgiam dificuldades nas contagens, a estagiaria pedia a crianga
que voltasse a contar ou, por iniciativa prépria, ela voltava a fazé-lo, tendo
mais cuidado de modo a nao repetir o mesmo elemento na contagem e a nao se
esquecer de contar um determinado elemento desse conjunto. Com as repetigoes
das contagens, verificou-se que os educandos comecavam a utilizar estratégias
para nao se perderem nessas contagens. Por exemplo, vérias criancas contavam
da esquerda para a direita ou vice-versa, no sentido dos ponteiros do relégio ou,
ainda, assinalando ou colocando de lado os objetos ja contados, por forma a nao
serem contados novamente. Assim, registou-se um progresso significativo das
criangas, no decorrer do estagio, na aplicagao dos principios da correspondéncia
um-para-um e da irrelevancia da ordem, tendo a maioria alcangado essas
competéncias na integra, mesmo em situacgées de maior grau de dificuldade.

Esta andlise remete-nos para a importancia de um investimento na subitizagao
na Educagao Pré-Escolar, com vista a obtermos por parte das criangas “rapidos,
precisos e confiantes julgamentos relativos ao niimero de objetos de uma colegao,
sem os contar” ([15], p. 27), pelo que entendemos pertinente uma reflexdo
mais detalhada sobre o assunto. Neste contexto, destacamos o jogo “Lanca e
avanca’, pelo facto de este promover explicitamente a subitizacao. De facto, o
jogo apresentava trés tipos diferentes de arrumacgoes para os diversos nimeros,
de modo a apelar as representacoes multiplas, com o intuito de levar as criancas
a reconhecerem pequenas quantidades sem necessidade de contagem.

Na primeira ronda do jogo, observamos que existiu algum cuidado por parte das
criangas que, com o passar do tempo, nas rondas seguintes, foi diminuindo no
sentido em que muitas comecaram a ter maior destreza no reconhecimento das
arrumagoes. Importa, portanto, referir que nem todas as criangas dominavam o
reconhecimento de pequenas quantidades sem contagem, evidenciando-se
algumas dificuldades no grupo das criangas mais jovens. Mesmo assim, estas
eram capazes de identificar as diferentes arrumagoes dos nimeros 1, 2 e 3, o que
vai ao encontro da ideia defendida por Laurence Rousselle e Maria-Pascale Noel
[12], de que a competéncia de reconhecer pequenas quantidades sem contagem,
especificamente para os nimeros 1, 2 e 3, é “muito precoce e anterior a prépria
contagem” ([15], p. 27).

Ao longo das intervengoes desenvolvidas, verificAmos que as diversas situagoes
de jogo permitiram que as criangas fossem de forma progressiva praticando e
consolidando os contetidos explorados, com clara evolugao nas contagens, por
intermédio da aplicagao dos cinco principios da contagem, e na ampliacdo do
intervalo numérico, de 1 a 10, despertando de forma consistente para o sentido
de numero.

Neste enquadramento, todos os jogos mencionados demonstraram ser eficazes
na promoc¢ao da motivacdo das criancas e na sua participagdo ativa. Além
disso, estimularam o desenvolvimento do sentido de niimero, numa caminhada
progressiva, pautada pela exploragdo de representagoes multiplas [2] e pela
mobilizacdo da abordagem CPA [1] e de diferentes arrumagoes de estimulo
a subitizagdo, promovendo-se uma aprendizagem com compreensao [18]. Por
tudo isto, concluimos que as dinamicas de jogo introduzidas foram importantes
instrumentos potenciadores de uma aprendizagem ativa e significativa.
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Resumo: Nesta noticia, anuncia-se a publicacdo de um livro, Pindquio na
Cidade dos Sdlidos, que € o sequndo wvolume da cole¢do As Aventuras
Matemdticas do Pindquio, destinada a criancas dos 5 aos 11 anos. Nesta colegao
pretende-se interligar a matemdtica com a literatura infantil e a ilustragao, trés
dreas importantes no desenvolvimento das criancas. Este volume é dedicado a
geometria espacial, em particular aos solidos geométricos, que sao apresentados
através das formas dos edificios de uma cidade especial, a Cidade dos Sélidos.
Tal como no primeiro volume da colegao, duas aventuras inéditas sequidas de
desafios matemdticos levam os leitores ou ouvintes a explorar a matemdtica
duma forma original.

Palavras-chave: Sélidos geométricos, literatura infantil, interdisciplinariedade.

As Aventuras Matematicas do Pinéquio, Vol. 2

As Aventuras Matematicas do Pinéquio sdo uma colegao de livros que pretende
levar as criancas a explorar a matematica de uma forma divertida e integrada
com atividades do seu dia a dia, em particular com o prazer de ouvir contar
histérias, partindo duma recriagao da bem conhecida personagem da literatura
cléssica infantil, o Pindquio.

No primeiro volume, publicado em 2021 e descrito numa outra noticia do
Jornal das Primeiras Matematicas, é criado um novo Pindquio, digital, feito em
computador a partir de figuras planas. Tal como o boneco de madeira original de
Carlo Collodi, também este novo Pindquio aspira a transformar-se num menino
de verdade. Por agora ele apenas quer ganhar volume ja que esta farto de ser
constituido por figuras planas, sem volume. E assim que surge o segundo volume
da colegao, intitulado Pindquio na Cidade dos Sdlidos, publicado em julho de
2022 pela editora Edicoes Esgotadas. Seguindo o formato do primeiro volume, o
livro é constituido por duas histérias, A Cidade dos Sélidos e As Fadas Soliboa e
Solimd, seguidas de propostas de atividades matematicas. Da primeira a tltima
pégina o livro foi cuidadosamente ilustrado com uma qualidade estética que se
destaca. A Figura 1 contém uma imagem da capa do livro.
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LARA PINTO PEREIRA

lAS AVENTURAS MATEMATICAS
DO PINOQUIO - VOL. 2

PINOQUIO

NA CIDADE
- DOS SOLIDOS

Figura 1: Capa do livro Pindquio na Cidade dos Sdolidos.

Na primeira historia, o Pinéquio embarca numa excitante viagem a Cidade dos
Solidos onde fica a conhecer algumas familias de sélidos geométricos e se vé
envolvido numa aventura em busca de um tesouro. Tal como no primeiro
volume, cada histéria é acompanhada com diversos tipos de ilustragio (meia
pigina, pégina inteira, apontamentos laterais) e todos os conceitos sao
explicados em apontamentos nas margens das folhas. A Figura 2 contém as
paginas 10-11 do livro onde se pode ver o Pindquio a chegada da Cidade
dos Sélidos numa ilustragao de pagina inteira bem como alguns apontamentos
explicativos laterais sobre poliedros, paralelepipedos e prismas.

r l k] - Estes prédios tém a forma de um sélido chamado

' paralelepipedo.
- Paralele .. o qué?
& - Eusei que, tal d "
. " palavraesquisita, masvaisver que, em breve, da saberds

pronunciar. Ah, e s6 mais uma curiosidade. Quando um

Polcio: lidodelimiat
Por polfgonos (AUOS,  1aralelepipedo tem as faces todas quadradas, fica com
e i um nome especial que tu i conheces. Sabes qual é

e

- Nio me estou a lembrar. Di-me mais uma dica.

s pligons) e vrtees(os
bico,ou sfaos véicescos
poligoncs).

- Lembra-te do teu dado de jogar. Que forma tem?

- Jé sei. E um cubo.

- Exatamente! Mas voltando aos arranha-céus desta
dacidad i S0 da famili

dos prismas. Como podes ver, o topo de cada prédio ¢

um poli ¢iguala b

paredes laterais sio paralelogramos, muitos dos quais
comuistuespurleasdiat  retangulos.

pckiogrmos (muis— Entio os paralelepipedos também sio prismas,
certo?

- E isso mesmo.

- E agora, o que vamos visitar? - perguntou o
Pindquio, entusiasmado.

- Bem, eu nfio conhego muito bem toda esta cidade,
por isso acho que o melhor & irmos buscar um mapa ao
posto de turismo.

O posto de turismo no era nada longe, uma vez que
de elesjé estavam no centro da cidade.

- Sabes qual  a forma deste edificio? - perguntou o
Jopeto, quando ji estavam em frente ao posto.

Figura 2: Paginas 10-11 do livro com a chegada a Cidade dos Sélidos e algumas
notas explicativas laterais.
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A segunda histdria é uma aventura que envolve duas irmas fadas, a Soliboa e a
Solimé. No seu tempo de aprendizes foram incumbidas de criar uma cidade de
sélidos. Mas, como confundiram o conceito de sélido geométrico com o estado
sélido da matéria, criaram cidades onde tudo estava no estado sélido, ou seja,
fazia muito frio e toda a dgua estava na forma de gelo. Com muito esforco
e dedicacao conseguiram trazer o calor e a vida a uma das cidades. Agora
aconteceu uma catastrofe: a cidade foi invadida por uma onda de frio e tudo
congelou & sua volta. A sorte do Pindquio foi ndo ser humano e apenas digital.
Sé assim pode salvar o seu pai Jopeto e toda a cidade. A Figura 3 mostra as
péaginas iniciais desta histoéria.

AS |
FADAS
SOLIBOA
E
SOLIMA

Figura 3: Péginas 36-37 da histéria As Fadas Soliboa e Solimd.

Nesta historia exploram-se temas que extrapolam a matemadtica: exploram-se
emocoes e relagoes humanas, explora-se a importancia de reconhecer que errar é
humano e que é importante dar uma segunda oportunidade para corrigirmos os
nossos erros. Exploram-se também conceitos de outras ciéncias, nomeadamente
os estados da matéria: estado sélido, estado liquido e estado gasoso. Os
apontamentos explicativos destes conceitos encontram-se na Figura 4.

A |
2 ?V
2

Os estados da matéria

—

Estado solido:

As rochas, o gelo, o ferro
estio no estado solido - nio
se deformam e o volume néo
se altera.

Figura 4: Apontamentos explicativos sobre os estados da matéria.

Estado liquido:

A 4gua que sai da torneira,
o leite ou o 6leo estdo no
estado liquido - ndo tém
forma prépria, mas o volume
ndo se altera.

o
it ﬁ%

Estado gasoso:

O ar e o gis do fogio estio
no estado gasoso - nio tém
forma prépria e o volume
altera-se.
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Tal como no primeiro volume das Aventuras Mateméticas do Pindquio, no final
de cada histéria encontra-se um conjunto de atividades/desafios matemdticos
com diferentes graus de dificuldade e tipologia. As Figuras 5 e 6 mostram as

péaginas 24-25 e 40-41 com algumas das atividade propostas.

ATIVIDADES PROPOSTAS

1. S6lidos o dia a dia: Pega A crianga para se lembrar de objetos do seu comooites | 76800 | remzviaes | 8
— FEE ; ) o umpoliedro | o B um prisma
2. Sélido geométrico ou figura plana? = oo s vt | Motum | Tomums
Liga cada uma das seguintes formas a caixa correta. emplanos poliedro | pyieral curva
‘paralelos
e uma base
Quadrado  Cubo  Cfrculo Cilindro Pirimide Pentigono Temses | Pl | pnGioco
B vértices ecinco faces arestas Eum poliedro
¢ teras
g OB 4
4 / S NP N\ y, £ um poliedro | £ “Tem cinco. Euma
A/ F um policd: Eum poliedro faces pirimide

Figuras Planas Sélidos Geométricos

3. Os fatos dos irméos Poliedro: Os irmios Poliedro tém uns fatos.
muito curiosos: séo todos em forma de poliedro. Identifica a forma
do fato de cada um dos irmiios ¢, no final, pinta os fatos.

dalinha, ti

que nio se aplica ao sslido desenhado.

58

i
trifngulos que se encostem uns aos outros pelos lados. De quantas

‘maneiras diferentes ¢ que consegues encostar quatro tridngulos?
(considera que uma configurago éigual a outra, se puder ser obtida
por rotagio ou reflexiio desta.) Quait inagd

recortadas e dobradas para formar um tetraedro?

Figura 5: Péaginas 24-25 com propostas de atividades.

ATIVIDADES PROPOSTAS 4. Os estados da matéria: A dgua que sai da torneira encontra-se no
I P
o seu estado altera-se.
1 Qual leva mais dgua? Arranja dois copos de dimetros distintos e
he-osds 3 Qual. is & a) O que acontece 2 4gua, se a colocarmos no congelador? E possivel
Mostre a crianga a resposta correta medindo 0 beber um copo de dgua vindo do congelador?
volume da dgua num medidor. i b) O que acontece 4 4gua, quando a colocamos num tacho ao lume e
deixamos ficar muito tempo a ferver? Para onde vai a dgua do tacho?
2. Uma questio de volumes: Pede ajuda para construfres um prisma <) Lembras-te d iais do teu diaa di d
uma pirdmide com b lturas iguais. Podes usar possam estar 6lido ou liquido?
isi par de caixas ipédi
iguais) e obter, a partir de uma delas, uma pirimide com a mesma 5. Ascinco raridades: Nas piginas 47 a 55, encontras as planificagdes

basee amesmaaltura da outra caixa. Para tal, podes fazer os recortes

T)

Q iramidessa i h feijoes)
aoutra caixa?

como sugerido na figura seguinte.

w4y,

s

Nota:

3. O dilema dos ovos: No frigorifico estio dois ovos, um cru e outro.
cozido. O Pindquioniosabe qual dos ovos esti cozido.
Serd que consegue descobrir sem partir os ovos? (et

40

dos cinco sélidos platénicos que estavam em exposicio no museu
em forma de pirimide da Cidade dos Sélidos.

Pinta as planificagdes ao teu
gosto, recorta-as, vinca as dobras
assinaladas a tracejado e faz
pequenos furos nos circulos. Para
cada uma delas, passa um fio pelos
orificios, seguindoa ordem indicada
(alternando a entrada do fio: por

cima, por baixo). No final, puxa as.
duas extremidades do fio, obrigando
056lido a formar-se.

Para saberes mais: No tempo de Platio, acreditava-se que os cinco sélidos
N v e s g

(tetracdro - fogo, cubo - terra, octaedro - ar, icosaedro - igua e dodecaedro -

universo). i Ges, tendo em conta est:

a

Figura 6: Paginas 40-41 com propostas de atividades.

Pinoquio na Cidade dos Sdélidos foi um grande desafio de ilustragao. Desenhar
no papel uma cidade tridimensional com edificios invulgares de forma a serem
notoérias as diferencas entre as diferentes familias de sélidos, incluindo versoes
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retas e obliquas, regulares e nao regulares, convexas e concavas, foi um desafio
enorme para a ilustradora. O resultado superou as expectativas das autoras.
Para terminar apresentamos a ilustracao fantastica do mapa da Cidade dos
Sélidos usado para as guardas do livro (Figura 7).

Figura 7: Guardas do livro Pinéquio na Cidade dos Sélidos.

Tal como o primeiro volume da colecao, este segundo volume foi escrito pelas
autoras, Andreia Hall e Lara Pinto Pereira, e ilustrado por Angela Luzia. Ambos
os volumes tém tido muito boa recetividade do publico. Em novembro de 2022
foi ja publicada a oitava edigao do primeiro volume, Pindquio no Bosque das
Figuras Planas, e a quarta edi¢do do segundo volume, Pindquio na Cidade dos
Sdlidos.
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Resumo: Nesta secgao do Jornal das Primeiras Matemdticas apresentam-se
regularmente alguns problemas de matemdtica de livros escolares portugueses do
passado.

Palavras-chave: manuais de matematica antigos, problemas de matematica
elementar.

Preambulo

Os problemas escolares utilizados no ensino da Matemaética, em particular no
ensino elementar, tém sofrido algumas alteracoes ao longo dos tempos. Muitas
vezes a diferenca ndo estd nos conteudos — pois as matérias bésicas como a
aritmética e a geometria, de grosso modo, mantém-se as mesmas — mas sim na
forma e no contexto com que estes problemas sao apresentados.

Nesta seccao do Jornal das Primeiras Matemdticas apresentaremos regularmente
alguns problemas de matematica que foram publicados em livros escolares
portugueses do passado. Contaremos com a colaboracao dos nossos leitores, que
poderao fazer-nos chegar cépias de problemas antigos que considerem
interessantes através do e-mail hbmpinto1981@gmail.com.
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Compéndio de Algebra (1.2 tomo, 6.2 ano)

Neste ntimero apresentamos o “Compéndio de Algebra” (Figura ), 1.2 tomo,
6.2 ano, da autoria do Professor Sebastido e Silva (Catedratico da Faculdade
de Ciéncias de Lisboa) e do Professor Silva Paulo (Professor Efetivo do Liceu
Nacional de Oeiras), publicado pela Livraria Cruz de Braga. Note-se que este
livro foi aprovado em 1968 como livro tnico (o exemplar aqui apresentado estd
carimbado e apresenta o nimero 20183).

- Aprovado oficialmente como livro fnico
(Didrio do Governo n.* 110, 2. Série, de 8 de Maio de 1068)

Figura 1: Capa e Contracapa de [1].

Este livro foi publicado em 1968 e destinava-se ao antigo 6.2 ano de escolaridade
do ensino liceal (atual 10.° ano). Este compéndio abarca uma grande variedade
de temas de Algebra (Figura 2), apresentando vérias partes de texto cuja
leitura nao era “obrigatéria, mas recomendavel, especialmente aos alunos mais
interessados” (Figura 3). No Prefdcio fala-se ainda no “minimo razoével a exigir
a todos [os alunos]” (um pouco & imagem das atuais aprendizagens essenciais
atuais. ..) e que, depois disso, “héd que pensar nos casos de excep¢ao constituidos
pelos bons alunos”. Saliente-se ainda a autonomia dada aos professores: “cabe
ao bom senso do professor graduar as dificuldades e regular o ensino segundo o
nivel que a experiéncia aconselhar”.

As partes de texto ndo obrigatérias eram apresentadas com um tamanho de letra
menor, apresentando, muitas vezes, enunciados de exercicios mais complexos,
demonstracoes matematicas, bem como extensas notas histéricas. Nas imagens
que se seguem iremos reproduzir a maioria dessas notas histéricas, uma vez
que a sua extensao e profundidade de contetidos nao era usual em manuais
escolares desta natureza (por exemplo, sdo apresentados detalhadamente, os
famosos paradoxos de Zendo, Figura 11).
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Figura 2: Indice de [1], pp. 315-316.

PREFACIO

Com o presente livro procuram os autores contribuir, na
justa medida, para @ melhoria do ensino liceal da matemdtica no
nosso Pais, admitindo, como norma, que o livro ndo pode substi-
tuir o ensino oral, mas pode ¢ deve servir de apoio ¢ complemento
ds ligoes do professor, A acgdo deste, embora mais viva ¢
directa, é, por isso mesmo, mais sujeita ao desgaste e ds res-

trigoes do tempo. O escl 17 de certas
bem como a insergio das matérias no quadro duma culture geral,
ize 0 i inerente & matemdlica,

que tempere ¢
P ds -plici-la como P histérico — tudo isso é
empresa considerdvel, que 36 num livro pode ser tenteda.

E também de admitir que o ensino ndo deva ser igual para
todos 03 alunos, mas antes adaptado, em certa medida, ds apti-
does particulares de cada um. Assim, pois, uma vez estabelecido
claramente o minimo razodvel a exigir a todos, hd que pensar
nos casos de excepgio — tanto mais preciosos quanto mais
raros — constituidos pelos bons alunos. A eles se dirige grande
parte do que, neste livro, vai impresso em tipo menor, bem como
alguns exercicios mais dificeis. Em particular, o Capitulo I tem
por objectivo principal rever e sistematizar nogoes adquiridas
em anos anteriores; para a maioria dos alunos, bastard entio
ficar a ter um conhecimento nitido das propriedades operatérias
que sio vdlidas nos diversos campos numéricos e da crise que
conduz ao alargamento de cada um deles; 36 no § 3 ¢ introduzida
matéria essencialmente nova, & qual convém dedicar atengio
especial.

De resto, cabe ao bom senso do professor graduar as difi-
culdades e regular o ensino segundo o nivel que a experiéncia
aconselhar.

ADVERTENCIA

Sao facultativos todos os assuntos tedricos e exercicios que,
neste livro, viio marcados com asterisco, Todas as restantes
partes do texto impressas ¢m conpo menor tém funcdo mera-
mente esclarecedora; a sua leitura niio é portanto, obrigatéria,
mas recomenddvel, especialmente aos alunos mais interessados.

No final do Capitulo I é apresentado wm resumo, que indiea
@ matéria minima desse Capitulo exigivel aos alunos, O resurio
poderd mesmo substituir o texto inicial, excepto em alguns
pormenores que sio apontados no proprio resumb, com @ indi-
cagio dos nimeros do texto onde se encontram desenvolvidos.

Figura 3: Prefdcio e Adverténcia de [1], pp. 5-6.
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Capitulo I. Evolugdo do conceito de nimero

{ Do nimero noatural 8o nimero real |

A nogdo de miimero desempenha um papel fundamenlal na civiliza¢do
moderna, Ndo geria possivel construir um navio, um automével, um avido,
uma ponte, um edificio ou mesmo objectos vdrios de uso eomum; ndo seviam
possiveis viagens maritimas ou aéreas, instalagies de electricidade, telégrafo
ou telefones, produgies industriais ou melhoramentos agricolas, ete., ele. —
sem efectuar confagens, medicdes ¢ edleulos, por vezes longos e complicadis-
simos. Todo o movimento ccondmico de uma nagio, até nos minimos porme-
nores, é traduzido ¢ regulado por meio de nimeros, A nossa volla encontra-
mog o8 mais variados instrumentos de medi¢do, pelos quais a nosea vida ¢
pawtada: o reldgio, a fita métrica, a balanca, o contador da dgua, do gds
ou da electricidade, ete., ete.

Az ciéncias mais avangadas sio precisamente aquelas que mais empre-
gam g linguagem doe mimeros., De resto, a matemdtica estd a tornar-z¢
cada ve: mais necessdria em todas as ciéncias de matureza, puras ¢ apli-
cadas (desde a fisica & biologia), bem como nas cidneias sociais (economia,
finangas, ete.). Alé nma psicologia tem gido utilizada com éxito.

Mas o conceito de miimero, tal como hoje se apresenla, é apenas
fase de uma evolugdo que tem durado milénios. Entre o atitude mental do
pastor, que amontoa seizos para saber quantas ovelhas tem no rebanho, ¢
a do matemdtico, que demonstra a irracionalidade do némero =, medeiam
muitos séeulos 'de historia. Vamos aqui recordar como o conmceito de
nimero aparece ¢ € sweessivamente alargado, para corresponder ds necessi-
dades da ciéncia pura ¢ da técnica,

§ 1. NOMEROS NATURAIS
(1.2 forma do conceilo de ntimero)

1. Nimero de elementos de um conjunto. — No contacto
com a natureza, o homem é levado a considerar varios conjuntos
de seres materiais: conjuntos de drvores, conjuntos de ovethas,

Figura 4: [1], p. 7.
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Em vez de tomar para unidade um comprimento U posi-
tivo, poderia tomar-se um comprimento negativo: isso equi-
valeria a mudar a orientacio da recta,

Chama-se referencial, numa recta orientada, o sisbema
constituido por um ponto O, tomado como origem, e por um
comprimento U ndo nulo, tomado como unidade. E claro que,
mudando o referencial, muda geralmente a abcissa dum ponto.

O que acaba de ser dito para pontos duma recta aplica
mulatis mutandis, a instantes, a temperaturas, etc, (ver exe
cios 4 a 7).

5. Grandezas comensuriveis e grandezas incomensurdveis ('). —
Costuma dizer-se que uma grandeza A & comensurdvel com outra gran-
deza U da meema eepécle (ndo nula), ge o medida de A om relagio
a U & um nimero racional; caso contrério, dizse que A ¢ incomensu-
rivel com U,

Etimolégicamente, ¢incomensurdvel com Us significa ¢que ndo se
pode modir com Us, A raziio histérica da escolha deste termo encontra-se
no facto de nfio se ter admitido iniclalmenie a existéncia dos nimeros
frracionais, que depois também foram chamados enimeros inexprimiveiss,
entiimeros surdose, eote, (ver Nora HistéricA no final do capftuio).

Por exemplo, ma figura junta
o3 dois comprimentos A o U
representados por segmentos de A
recta sfio comensurdvels enfre si,
visto que a maziio A/U § o ni- B
mero racional 5/3 que também
so pode representar por 10/6, por 20/12, ete, ou mesmo pela dizima infi-
nita periédica 1, (6):

A 5 10
T - 1,66...06...

Na prdtica, as medidas das grandezas sdo sempre aprozimadas, ¢ nem
sequer faz sentido falar de «medida exactas duma grandeza. Nestas con-

(') A leitura deste nimero tem especial interesse para a culura
#eral do aluno. O assunto aqui tratado liga-se direclamente so da NoTa
HIsTORICA, cuja leitura € igualmente recomiendivel, por idénticas razdes.

Figura 5: (1], p. 67.
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diche=, 08 nlimeros irracionals nio chegam a ser praticamente necessirios:
peria imsensato dizer, por exemplo, que a medida da masss deste Jvro
em gromas ¢ um niimero irracional (afirmagio que niio é vendandeira nem
falza, mas apenas destituida de sentido).

B amicamente em assuntos teéricos, por exemplo em geometria, que
somog levados a admilir a eristéncia dos mimeros irracionaie [para poder
demonatrar com rvigor e comodidads wvdrios teoremas
importanies, A auséneia do conceito de nitmero irra-
cional daria entdo origem a enormes dificuldades.

d ) Assim, em geomelria euclidiana, a diagonal dum
quadrads é incomensurdvel com o lado do mesmo. Com
efelto, se representarmos por d a medida da diagoral,
tomando para unidade o Jado, tem-se, segundo o
TEOREMA DE PITAGORAS:

P4+ 1'=d donde d=y2

@ j& sabemos que /2 & um nimero irracional. Foi este mesmo o primeiro
cazo que go conheceu de grandesas fncomensurdveis (ver NoTa HISTORICA).

Andlogamente, a medida do comprimento duma cireunferéncia qual-
quer, tomando para unidade o difimetro, é o nimero irracional ®, que estd
calculado com mais de 10000 decimmie, Indicamo-lo a seguir com 50
decimais:

n == 3,14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 51991 69399 32610

NoOTA — Na prética nio seri nvcessirio, geralmente, utilizar mais
do 4 algarismos decimais de = Com 16 decimais, obtém-se, a menos da
ospessura dum cabelo, o comprimento duma circunferéncia de rajo fgual
i distinecia média da Terra ao Soll

Segundo parece, o que levava inicialmente os caleuladores a deter-
minar muitos algarimnos decimais de ® cra a esperanga de encontrar um
periodo e, portanto, ume expressio exacta, fraccionfria, daquele nimero.
Mas osta esperanga desvaneceu-se, depols que, em 1770, o suigo J. H.
LAMBERT demonstrou que x é um nimero irracional.

0 cileulo de = com 10 000 decimais foi feito em 1950 na Universidade
de Harvard (Estados Unidos), usando a potentissima méquina electrinica
de emlcular ENTAC, que esteve ao strvigo daquela Universidade, para o
cfileulo de = o Do outras constantes necessdriag em questes tedricas e
priticas da matemivica. Antes disso, o nitmoro = estava calculado com
707 decimais, ¢ depois disso ja foi calculado com maior nimero de
docimais.

Figura 6: [1], p. 68.
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NOTA HISTORICA

<... admitiram [0z pitagiricos] que os prin-
cipios dos nimeros sio os elementos de todos os
seres e que v Céu inteiro ¢ harmonia e ndmero.»

ARISTOTELES

«Diz-s¢ que as pessoas que primeiro divul-
garam os nimeros irracionals pereceram todas
num naufrigio; porque o inexprimivel, o informe,
deve gor mantido absolutamente secreto.»

ProcLo ()

A principio, as nogies matemdticas tinham apemas fim wutilitdrio.
Agsim, a geomotria aparece enfre os Egipcios como comjunto de regras
empiricas, receitas priticag para medir dreas de terrenos, que as dguas
do Nilo inundavam todos oz anos, apagando demarcagées (etimoldgicamente,
a palavra egeometria> szignifica «medida da terras). Por sua vez, a
aritméltica era tdo-somente wma arte de <alcular, useda por comerciantes
¢ agrimensorcs,

Todavia, a matemdtica comega jé a afirmar-se com feigdo diversa
entre oz Caldeus, que procuravam, no estudo dos astros, a previsdo do
futuro (astrologim). Conquanto o objectivo destas pesquisas fosse ilusério,
@ malemdtica atingiu entdo, 2000 anog antes de Cristo, um nivel que sur-
preende hoje o indagar histérico. Os Babilénios resolviam jé equagoes do
2.° graw e possufam wm gistema de numeragio capaz de representar valores
tdo préxzimos quanto se quisesse de qualgquer mitmero real, Foram eles
talvez os primeiros a sentir a necessidade da demonstragio logica.

Mas coube aoz Gregos, herdeiros do pensamento oriental, a gléria de
fundar a geometria como ciéncia racionsl, feto é, como ciéncia demons-
trivel logicamente a partir dum pequeno mimero de factos elementares —
oa postulados,

A matemdtica é entio cultivada com espirito filoséfico, desintercs-
sado, isto €, procurando, ndo a sua possivel utilidade, mas apenas o prazer
intelectual que possa proporcionar, compardvel ao prazer da contemplagdo
artistica,

(") Filésodo neoplaténico (410-485).

Figura 7: [1], p. 71.
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Chegaram oz Gregos a construir wng teorig geométrica das grandezas,
masg dela ndo souberam destacar uma correspondente teoria arilmética dos
nimeroz reais. Por 18s0, tanfo nos raciooinios como nos cdleulos, rdpresen-
tavam os nimeros por segmentos de vecta, escolhemdo wm destes para
unidade. Assim, a adi¢do ¢ a sublrac¢do de niimeros reduziam-se & adigdo
e & subtracgdo dos respectivos segmentos representatives, A mulliplicagdo
¢ a divisdo podiam ser efectuadas segundo o teorema de TALES, como a¢
indica nas figuras.

s Mo
— ¥

\ 1 > P " ‘
o a

)

A descoberta daz grandezas incomensurdveis 6 um momento dramd-
tico na evolugdo desta teoria.

No séeulo VI antes de Cristo, florescia no Sul da Itdlia uma seita
grega, de cardeter eientifico-religiozo, a que se chamou escola pitagdrica,
por ter sido jundada, ao que parcce, pelo fildsofo PiTAGORAS, da illka de
Samos, personagem um tanto misteriosa, envolvida nas brumas da lenda.
Pretendiam oz pildgéricos explicar tudo lpor meio dos nimeros — a comegar
pela misica, cuja teoria lhes é, em parte, devida, E entdo que aparece, pela
primeira ves, o termo <malemdlicas (em grégo =i patparvk, de wiliaa,
censinos), usada como sindémio de eciéncia racionals. Og pitagéricoz rendiam
verdadeiro culto mistico ao néimero natursl, considérando-o como a esséncin
de todas as coisas. Assim, admitiam que toda a figura fosse formada por
um nimero finito de pontos, sendo estes pensados como infimos corpiizculos,
todos iguais entre a1 (atomos ou ménadag). Daqui resultava que dois com-
primentos seriam sempre grandezas comensurdveis; com efeito, sendo um
segmento formado por m wménadas e outro por n mdnadaz, a razdo enlre
o primeiro ¢ o segundo seria m/n, Mag é o préprio teorema do quadrado
da hipotenusa, atribuido a PITAGORAS, que vem demolir esta dowirine,
permitindo demonstrar que o lado do quadrado é incomensurdvel com a
diagonal (ou seja que 2 & um nimero irracional).

Eis aqui o momento dramdtico, Esta descoberta — que ¢, afinal, um
dos aconlecimentos capilais da histéria do pensamento — foi tida como
um e¢scindalo, uma calamidade, pelos seus priprics aufores, que lemtaram

Figura 8: [1], p. 72.
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ocultd-la, convencidos de que os deuses o0s casligariam severamente, se
eles divulgassem o que lhes parecia uma imperfeigdo da obra divina.
O certo é que a teoria geométrica das ménadag estava, entdo,.condénada.
E'm sew lugar triunfa a teoria dos filésofos de Blcia (eolénia grega no Sul
da Itdlia), que comcebiam o espago como wm todo continuo. Estas duas
concepgies oposlas sdo depois, em parte, conciliadag pele teoria de
DEMOCRITO, que s¢ pode tradusir nestes lermos: uma coisa é a matéria,
oulra ecoisa & o espago em que ge move a matéria; o cdpago é continuo, mas
a matéria é discreta, formada por dtomos ().

Porém a matemdtica grega ficou sempre subordinada @ geometria.
Para a eriagdo da aritmética ¢ da dlgebra foi necessdrio, novamente, por
de lado preocupagées de rigor ligico e visar objectivos prdlicos, concretos.
Assim procederam oz Indianos — inventeres do sistema de numeragdo
decimal —, que, em cdleulog audaciogos, ndo justificados, manejaram
decididamente, ¢ com éxito, oz radicaiz ¢ oz mimeros negatives. Mas
tornava-ge necessdrio, depois disso, legitimar os novoz métodos.

Dum maodo geral, todas as vezes que az necessidades do edleulo lova-
vam a ampliar o campo dog nitmeroz exigtentes, introduszindo novog enfes
numéricos, cstez eram olhados com exirema desconfianga, que se reflectia
nas curiosas designacies atribuldes a esses entes, Asgivm, os irracionais
foram denominados snimeros inexprimiveiss, eniimeros incalculdveiss,
entimeros surdos», ete, (ainda hoje, em inglés, se diz «surd roots», Depois,
o8 mikmerog megatives, que a teoria das equaciecs algébricas tornava cada
vez mais inevitdveiz, foram chamados <absurdoes, <falzoas, <fingidos», ete.
Ddpois ainda, @ mesma teorie das equagies obrigow a introduszir os
nimeros imagindrios, de que frataremos mno capitulo seguinfe, e que
também se chamaram cnsiméros impossiveiss, enimeros quiméricoss, ele.

Durante muitos séeulos ndo foi possivel conceber og niimeros fraccio-
ndrios, og irracionais, ete., sendo como medidas de grandezas, S6 em fins do
século passado, principalmente por obra dos matemdticos alemies DEDEKIND
@ CANTOR, se¢ pdde construir uma teoria rigorosa dos mimeros reais, inde-
pendente da geometria ¢ da flsica.

Note-se que, no estudo dos miimeroes, interessa muito menos ao mate-
midtico & maneira de efectuar os cdleulos, do que o conjunto das propris-
dades geraiz das operagaes. Sdo eztas prdpriedades que formam a esséncia
da digebra.

(*) Actualmente, no campo da fisica, torna a debater-se o problema
da dualidade discreto-continuo.

Figura 9: [1], p. 73.
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NOTA HISTORICA

«0Oh cousas todas vis, todas mudaves,
Qual ¢ o coragiio que em vog confia?s

SA pn MIRANDA

Para nos guiar no mundo instdvel em que vivemos, a nossa razio (*)
preciza de se apoiar em cerlos prinelpios lbgicos. Um deles é o principlo
da nfio contradiciio, que s¢ pode enunciar do seguinte modo:

«Uma coisa nio pode ter ¢ nio ter, ac mesmo tempo, uma mesma
propriedade,»

Por exemplo, se dissermos que uma certa figura é quadrada ¢ nio
€ quadrada, que um dado comprimento mede 5 em e nfio mede 5 em, ete.,
ezlamos o emunciar factos contraditbrios, logo impossiveis d luz da razdo.
Se estivéssenos sempre assim a contradizer-nos, a linguagem seria mais do
que initil, nociva, ¢ o homem desceria & condigdo de irracional,

E todavia, no mundo que nos rodeia, nenhuma figura é (exactamente)
quadrada, nenhum comprimento mede (exaclamente) 5em. Mais ainda,
as propriedades dos corpos estdo sempre a mudar e portantio a desdize-
rem-nog —de tal modo que, quando acabamos de afirmar ¢a temperatura
deste corpo é inferior a 20%, jé o temperaiura do mesmo pode ter subido
@ mais de 30%, ¢, enquanto dizemos «sio agora b horass, decorre ao menoz
um segundo. Este coonstante mudars da matureza, eslas suas aparentes
contradigies, tém formecido assunto inesgoldvel a poetas e filsofos.

No Grécia antiga defrontam-se, a principio, duas correntes dpostas,
igualmente exageradas e exclusivistas mas swaz afirmagbes, Dum lado
estdo os filésofos que podemos chamar empiristas °). Segundo estes, a

() A palavra crazios é aqui usada no sentido de <faculdade de
conhecer e raciocinars., Recordemos que o homem se diz canimal raclonals
por eer dotado do uso da razio,

(*) Chama-se cempirismos, dum modo geral, ao nso da experiéncia,
ssm teoria ou raciocinio, Mus notese que, além da razdo e da expe-
riéneia, h& uma fonte directa de conhecimento — g mluigido — que leva,
por exemplo, o matemético a pressentir as verdades, ainda antes de as
demonstrar,

Figura 10: [1], p. 142.
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realidade é mudanga, movimento, vida — uma séric de situagbes semlpre
novas, sempre diversas, que nenhuma regra ou teoria & capas de tradusir:
o mundo é pois ininteligivel, Este ponto de vista ficou bem expresso na
célebre imagem de HERACLITO, o CONFUSO (576-450 a. C):

«Tu ndo podes banharde duas vezes no mesmo rio; porque sempre
novas fguas correm sobre ti.»

E assim a realidade & como o fluir de um vio, que et gempre a ndo
ser o que hd bem pouco ainda era (ow parecia ser),

Do outro lado estio os filbsofos racionalistas, entre os quais figuram
os pifagbricos e oz eleatas (filésofos da escola de Eleia) (). Para estes,
realidade € o que permanece, 0 que nio muda: é o Ser, nfio o Variar.
A mudanga, dizem eles, é contradiiéria, incompreensivel — logo aparéneia,
ilusdo dos sentidos. E, se os seres particularcs parccem mudar, o universo,
como um todo, é imdvel, imutdvel, eterno—logo inteligivel, logo reml.
Ficaram célebres oz paradoxos do mevimento (%), com os quaiz ZENAO de
Eleia desconcertou os filssofos de Atenas e provocow discussies durante
séculos. Citaremos trés desses argumentos:

1) Paradoxo de dicotomia. Twudo o que ge move deve atingir metade
do percurso, antes de chegar ao fim; e, ainda antes do meio, deve afingir
um quarto, e antes de wm quarto, um oifavo, e assim sucessivamente, sem
mais acabar. Logo o movimento nio chega u realizar-ze, ao conlrdrio do
que parece,

2) Paradoxo de «Aquiles e a tartarugas, Aquiles corve para apanhar
wima tartaruge que se afasta dele; mas quando chega ao lugar donde
parte a tartaruga, jd esta I ndo estd, A distdnecia que os separa ¢ agora
maia pequena, mas enquanto Aquiles a percorre, também a tartaruge se
desloca; e assim sucessivamente, ao infinito. Logo Aquiles, embora cami-
nhando mais depressa, nunca pode atingir a tartaruga, ao ¢ontrdrio do que
paréce acontecer.

3) Paradoxo da seta. Lancada dum arco, wma seta Jica imbvel em
cada instante, pois que, de contrério, ocuparia vdriaz poziches mum ins-
tante, o que ¢ impossivel, Ora o tempo & feito de instantes. Logo a seta
ficard sempre imivel, contrariamente ao que ge obseérva,

(Veremos mais adiante como, em malemdtion, se evitam estes para-
doxos).

(*) Ver Nora Historica do Cap, II.
(") Paradoxo = opinifio contréria & comum.

Figura 11: [1], p. 143.
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0 racionalismo grego enconlra a sua expressdo apurada no pla-
tonismo. Segundo PLATA0, hd duas formas de realidade: a realidade sen-
sivel ouw mundo dos fendémenos, que nds conhecemos por intermédio dos
nosgog senlidos, ¢ a realidade inteligivél ou mundo dus Ideias, que nds
contemplamos por intermédio da razdo, A primeira, mutivel ¢ smperfoita,
seéria apenns representagdo grosseiva da segunda, que é a auténtica reali-
dade, isenta de contradigdo — perfeita, incorruptivel, eterna. Segundo esta
doutring, og conceitos matemdticos, relativos a nimerog e a figuras geomé-
tricas; sdo seres do mundo inteligivel: assim, por exemplo, oz tridngulos,
que nés vemos e desenhamos, sio apenas imagens toscas do verdadeiro
Trilngulo, que wés idealizamos. (Toda a matemdtica estd, ainda hoje
mais_ow menos impregnada de pplatonismo).

Finalmente ARISTOTELES, um dos espiritoa mais amplos ¢ equilibrados
de todos os tempos ('), procurou conciliar o racional ¢ o empirico, o abs-
tracto ¢ o conereto, u teoria ¢ a pritica — como fnico meio para atingir o
conhecimento cientifico. Todavia, a ciéncia grega, em parte paralisada pela
critica eledlica, ficou reduzida a ciéneia do repouso e do equilibrio:
geometria ¢ estélica.

S6 em fing do séeulo XVI, principios do sdeulo XVII, com os tra-
balhos de KEPLER sobre o movimento doz planetas ¢ oz de GALILEU rela-
tivog & queda dos graves, a matemdtica comega a ser aplicada com {&xito
2o estudo dos movimentos (cinemitica e dindmica). Mas a matemdtica
dessa época difere ja muite da geometria helénica: é a andlise matemética
quo surge agora, baseada mno conceito de fungiio. Os seres materiais
ddo.ze-nog a conhecer pelae suas variagies, impressionando os-nossos sen-
tidos; mas também nio seria possivel conhecé-los, se nessas variagoes ndo
houvesse uma lei —isto 6, uma propriedads ou uma relagio sensivelmenie
constante. Ora as leis dos fendmenos sdo expressas por fungbes, Sio pols
os conceitos matemdticos de variivel e de fungfio que permitem, & raziio
humana, interpretar o movimento e, dum modo geral, os fendmenos
naturais.

. A partir desse momento, o2 fenémenog sdo submetidos ao edleulo ¢ ao
raciocinio.”  E comega uma nove era da ciéncia, que se prolonga até fins do
edoulo passado. Conscgue-se enido, por exemplo, prever com grande ante-
codéncia e precisdo o movimento dum astro. Mas og éxitos assim alcan-
cados pelo método matemdtico inebriam os ciontistas: chega a admitir-se a

(") AmrstéTELES (384-322 a. C.) foi discipulo de PrLaTAO (429-
<347 a, C.), assim como este tinha sido discipulo de SOCRATES (470-399 a. C).

Figura 12: [1], p. 144.
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possibilidade duma f6rmula universal, que pérmita prever todo o futuro do
universo. Nesla crenga consiste o determinismo absoluto, forma exagerada
de racionalismo —cujo extremo oposto é o empiriamo absoluto ow oepti-
clsmo.

A atitude do homem de ciéncia tormou-se mais comedida, especial-
mente ao abordar o estudo do dtomo, B no equilibrio sensato das duas ten-
déncias do nosso espirito — a racionalista ¢ a empirista — que parece estar
sempre o bom caminho, As leis naturais, expressas por meio de férmulas,
tém cardcter aproximativo, contingents, Ndo podemos ter g prelensdo de
tradusir na simplicidade duma férmula a infinita complezidade do real
concreto. Ndo podemos pretender que o retrato seja uma ebpia exacla e
perfeita do original, As teorias cientificas (a comear pela geometria) sdo
apenas esquemas logicos, isto &, descrigdes simplificadas do mundo empirico,
isontas de contradigdes internas. As contradigies surgem sémente quando
& teoria ¢std em desacordo com a prdtics, o que leva a aperfeigoar a teoria,
tornando-a mais préxima da realidade. £ assim, por mproximagdes suces-
sivas, que a ciéncia parece progredir,

P o= %

O termo <funcdos foi, a0 que parece, introduszido em matemdtica por
LesNiz (cuja biografia serd esbogada mais adiante); mas, a prineipio,
o seu significado ndo se distinguia nitidamente do de <expressdo awaliticas.

O conceito de funcdo tem evolufdo paralelamente ao de curva, seu
corréspondente geomélrico, Dizia-se que uma curva era <geométricar ou
warbitrdria> conforme se sabia ou ndo representd-la avaliticamente. Mas
a operagdo de passagem ao limite veio alargar imenso ags possibilidades de
representagdo analitica, obrigando @ modificar aquele oritério. Finalmente,
certos problemas priticos, tais como o estudo das vibrages das cordas de
instrumentos de miisica, o estudo da propagagdo do calor, ete., levaram, no
século passado, oa matemdticos (nomeadamente DIRICHLEY) a adoptar o
conceito de funclo numérica tal como hoje & definido, isto é, como corres-
pondéncia arbitrdria entre os valores de duas varidveis,

No século XX, o desenvolvimento cada vez maior da matemdtica ¢ o
sua crescenle intervenglo nos mais diversos dominivs da ciéncia ¢ da
téenica eonduszivem a generalizar o conceito de fun¢do ao caso de varidveis
cujos valores pertemncem a um conjunto de entes ds natureza qualquer
(mimeros, fungdes, figuras geomdtricas, amimais, pessoas, etc., ete.; ver
atrds o n.* 7). Assim nascen a andlise geral ou andlise moderna, que com-
preende vdrios ramos: logiea, teoria dos conjuntos, dlgebra abstracta,
topologia geral, ete.

Figura 13: [1], p. 145.
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14 de 9. Depois ainda, estubiliza-se o algarismo das centésimas, E assim

sucessivamente, F claro que o nimero representado pela parte inteira ¢

pelos slgarismos decimais assim estabilizados é o limite para que tende ..
Nos restantes casos, a demonsiragio do teorema ¢ aniloga.

ExempPLO - Consideremoa uma sucessiio de poligonos regulares ins-
critos numa circunferéncia de raio r, comegando por um hexdgono e
duplicando depols, sucessivamente, o nimero de Jados. Comsideremos ana-
Jogamente poligonos regulares de 6 Jados, de 12 Isdoa de 24 lados, efc.,
circunseritos & circunferéncia.

Os geimetras gregos deduziram férmulas que permitem ealeular,
a partir do ralo, 03 perfmetros de taks poligones. Demonstra-se emtlo
o seguinte: 1) os perimetros dos poligonos inscritos formem uma sucessio
crescente; 2) os perimetros dos poligonos circunscritos formam uma
sucesslio decresconte; 3) qualquer dos primveires é menor que qualquer dos
segundos, com uma diferen¢a que tende para zero. Portanto as duas
sucessbeg slio convergentes ¢ tendem para um mesmo limite, Este limite
é, por definigdo, o comprimento da circunferéncia.

Na seguinte tabela registam-se os resultados dos cdleulos ¢fectuados,
com b decimais exactos, até aos poligonos de 384 lados:

Namero de lados Perimetro Perimetro
do poligono do poligono inscrito  do poligono eircunserito

6 2 r. 3,00000 ... 2r.346410...

12 2r. 3,10588 ... 27.3,21539...

24 2r.3,13263 ... 27.3,15966...

48 2r.3,13935 ... 27.3,14609..,

96 | 2r.314108... ' 2¢.314272...

192 [ 2r.8,14145... 27.3,14187 ...

384 | 2r.304156.. | 2r.3,14166..

Assim, obtém-se o perimetro de cada pollgono, inscrito ou eircune-
erito, multiplicando o difimetro por um certo coeficiente numérico, Os
coeficientes que correspondem aos poligonos inscritos formam uma sucessdo
crescento e 08 outros, uma sucessio decrcecente, Estas duas sucessfes
tendom para um mesmo limite, que é, por defini¢do, o nimero w Como
®e vé, os poligonos de 384 lados formecem j4 um valor aproximado de w
@ menos de 00002 (até a menos de 0,0001). ARQUIMEDES, nos seus
cilrulos, chegou apenas ao poligono de 96 Jados. ' T

Figura 14: [1], p. 169.
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NOTAS HISTORICAS

<0 infinito! Nunea outra ideia perturbou
o fundamente o espirito do homem!s

Davip HiLpegy (')

L Infinito Potencial e infinito actual., 4 par da ideia deg movimento,
uma oulra foi evitada pelog oldssicos gregos como incompreensivel, rebelde
@0z métodos da razdo: ideia de infinito,

A maig simples forma do nfinito matemdtics 4 @ que se apresenia na
sucessdo doz mimerog naturais:

1, 2, 8, 4,..., n,n4+1,...
Etimldgiccmmu. a palavra einfinitos significa endo acabados, Na

- Em linguagem filoséfica, diz-ge patencial ox em poténcia tudo que
ndo egtd aindg completamente realizads (tal como a estdtua no bloco de
mdrmaore, antes de ger explicitada pelo esoultor); ¢ diz-se actual ou em
acto 0 que se encontra fotalmente realizado,

(') Davip HILBERT, nascido om Konigsherg (Ademmanha), fol um
dos majores matemfiticos dos Glbimos 50 anos (1862-1943). A sum obra
estende-ge portodocummdam-tmiﬁm,pnmeupﬁcad.,duden

Figura 15: [1], p. 180.
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naturais como elernos e imutdveiz no mundo das idelas — ¢ portarto jd
realizados, ne sua totalidade infinita. De resto, para evitar os paradoxos de
ZeNAo, é-se obrigado e aceilar o infinilo eclual também nas ideiag de
ospago ¢ tempo: todo o segmento de recta deve ger formado por uma infi-
nidade de pontos, assim como todo o intervalo de tempo deve ser formado
por wma infinidade de instantes, Sé deste modo ze explica que um ponto
mével ocupe, mum femipo finito, um nimero infinito de posicdes —o gue,
segundo pareee, os Gregos ndo admitiam, nem mesmo do ponto de vista
platénieo,

Modernamente, a andlise lbgica dos fundamenfos da matemdtica,
empreendida por HILBERT, leva a crer que nenhuma contradigdo resullard
de admitir como existente a totalidade dos nidmeros nafurais ou mesmo a
dos nitmeros reais. Deste modo, poderemos dizer que a ideia de infinito
actual é compatived com os principios da razio.

Outra sorte feve porém a ideia de infinltésimo actual.

1I. Do conceito do infinitésimo ao conceito de limite. Jé desde os
tempos antigos os matemdticos foram tentados a conceber foda o grandera
continua positiva como se fosse a soma duma infinidade de grandezas
infinitamente pequenas, mas nfo nulas. Assim, wo que parece, os pita-
géricos, quando jé ndo puderam ocultar por mais tempo aquele famoszo
eesedndalor das grandezas incomemsurdveis, tentaram salvar a sua dou-
trina, concebendo as ménadas como uma espécie de infinitésimoa. Estes
seriam entdo os infinitésimos actunis, também chamadoz indiviziveis, cuja
ideia se pode comeretizer do seguinte modo:

Suponhamos que ae adoptor um comprimento U para unidade. Entio,
um infinitésimo actual seria wm comprimento w, maior que o comprimenio
zevo ¢ menor que qualquer submiltiplo da unidade, isto €, tal que:

w>0 e w<-§-—, por maior que fosse m.

Porém, com oa |postulados da geometria euclidiana, a segunda com-
digdo ndo permite que w seja maior que sero, enquanto a primeira exige
que @ scja maior que zero (*). Assim, o infinitésimo actusl deveria ser
20 mMesmo tempo superior a Zoro © hilo superior a 2oro, o que ¢ impossivel,
segundo o principio da ndo contradigio. E o que se diz para comprimentos,
diz-se pare qualquer outra espécie contimua de grandezas.

) Note-se que, em certas geometrias, chamadas ndo arguimedianas,
a sitvagao ¢ diversa.

Figura 16: [1], p. 181.
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Mas o mais curingg ¢ que, admitindo a existéncia de tais entes con-
traditérios, e chegava q yesultados certos, Assim, para obter q drea do
ofreulo, eonsiderava-ge G circunferén-
cia como poligono com wum niimero
tnfinito de lados infinitamente peque-
nos; deate modo, o cfreulo seria oom.
posto de uma infinidade de tridngulos
infinitésimos, de base igual ao lado, |,
daquele poligono ¢ de altura igual ao
raio, r, do circulo; a drea de cada um

destes tridngulos seria entdo -;— lr

¢ a drea, A, do circulo seria a soma
de todag aquelas dreag elementares,
iglo ¢:

A=tz tra -7

“m que X1 representa a soma de todos og lados do poligono, ou séja o
comprimento ida circunferéncia, Entido, sévia ] . 2x7 ¢ portanto

A-—%-r-z':r-:r',

(E claro que, na Sigura, o comprimento | indicado nio & infinitésimo,
Mads apenas muito Pequeno).

Estas <somas dum wémero nfinito de parcelas infinitamente peque-
nag> vieram g chamar-se integrais & para as indicar, adoptou-ge o ginal e
deformacio da letra S, om ves da correspondente letra grega 3 (sigma
maitiseulo), que ficou reservada para os. somatérios, {ste ¢, para somag
dum nidmero finito de parcelas,

Oz precursores do cdloulo infinitesimal — romeadamente o frade
italiano CAVALIER: (15982-1647), discipuls de GALILEY — wsaram com
éxito o método dog infinitésimos actuais (ox método dog indivisiveis), ndo
#6 no cdlewlo de dreas ¢ volumes, como ainda ng resolugdo de vdrios pro-
blemas de mecinica, Dezde logo este método foi alvo de criticas ¢ sar-
casmos, pela sua falta de coeréncia légica, Porém o matemdticos que dele

Figura 17: [1], p. 182.
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térias, mas cuja aplicagdo conduzia ripidamente a férmulas certas, que
de outro modo ndo era fdcil encontrar.

O pior € que, por tal processo, se chegava também a resultados, umas
vezes duvidosos, oulras vezes contradiiérioz, Tratava-se, enfim, dum
método empirico —ndo racional., Alids, paréce averiguado que jé ARQUI-
MEDES usava o mesmo método, heuristicamente, em vdriog pproblemas de
edlewlo integral; mas que depoiz, ao expor os resultados obtidos, og demons-
trava com o rigor ligico da época, sem indicar o caminho que tinha seguido
na invéstigagdo ().

A andlise infinitesimal, criada por NEWTOX ¢ por LEBNIZ (como
serd explicado noutra Nota) desenvolveu-se prodigiosamenie, gracas ao
éxito extraordindrio dae suas aplicagdes ds ciéneias experimentaic. Mas
continuow a fazer-se sentiv, apesar de todos oz progressos, a falta duma
sua fundamentagdo légica impecdvel. Ainda em fins do séewlo XVIII, o
grande matemdtico LAGRANGE considerava lamentdvel o estado da mate-
mdlica, dizendo, em resumo, o seguinte: esta ciéneia ¢ um formigueiro de
contradi¢des e se, apesar disso, conduziu a grandes resultados, é porque
a Infinita cleméncia de Dvus dispds as coisas de modo que 08 erros se com-
pensassem uns aos ouiros, Ewm 1784, a Academia de Berlim, presidida por
LAGRANGE, abrix um concurso, pedindo «uma teoria clara e precisa daquilo
que se chama infinito em mateméticas e, em particular, a explicagio de
«como € possivel deduzir tantos teoremas verdadeiros duma suposicio
contraditirias,

Mas, s6 wns 80 anos depois, outro grande matemdtico, o [rancés
Caveny, tratando sistemdticamente oz infinitésimog como varidveis tem-
dentes para zero ¢ dando wma defimigdo légica rigorosa do comceito de
limite, conseguiv finalmente edificar a andlise matemdtica sobre uma bage

(*) ARQUIMEDES, natural de Siracusa, cidade grega da Sichia, &
considerado um dos maiores génios matemébticos de todos os tempos
(287-212 a, C.). Celebrizou-se nfio sb pelas suas admirdveis descobertas de
geomeiria, como ainda pelos seus estudos fundamentais de estética. (Sio
bem econkecidas es circunsténcias em que, segundo se diz, descobriu o
principio da hidrostética que tom o seu nome), Durante 3 anos, a cidade
de Siracusa, sitinda pelos Romanos, resistiu ao cerco, gracas a engenhos
por ele inventados (catapultas formidéveis, guindastes que levantavam
08 mavios e os arremessavam conira og rochedos, ete.). Finalmente a
cidade foi tomada de surpresa, ¢ ARQUIMEDES, absorvido na contemplacio
duma figura que tragara no solo, foi assassinado por um sobdado romano,
a quem, segundo se diz, gritara colérico: «Niio apagues os meus circulos!s,

Figura 18: [1], p. 183.
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racional., Além disso, CAUCHY csiendew a andlise, com igual rigor, ao
campo das fungioe do varifvel complexa, que sdo hoje do grande interesse
e utilidade, pelas suas aplicagbes @ ciéncia pura e & {éowica,

Porém o edificio da andlise s6 aparecew, em foda a sua perfeigio
lbgica, ddpois de apeados oz anduimes geométricos, por obra doz grandes
matemdticos alemdes DEDERIND, CANTOR ¢ WEIERSTRASS (of. NorA HisTO-
RICA do Cap. I).

Modernamente, as questées relativas ao coneeito de limife sdo estu-
dadas num ramo de wmatemdlica chamado topologia.

TII. O coneeito de limite ¢ os paradoxos de ZENio. K o conceito de
limite que, passados 24 séculos, permite esclarecer o tdo debatido pro-
blema dos paradoxos de ZENAo, Congideremog por éxemplo o paradoxo
de <Aquiles ¢ a tartarugas., Suponhamos que Aquiles anda 10 vezes mais
deprezsa que a tartaruga, comegando por estar & distdncia de 10 metros
desta. Entdo, quando Aquiles percorre oz 10 m, a tartaruga andard I m;
depois, quando Aquiles percorre esta distdncia, a tartaruga desloca-se mais
1 decimetro, e assim sucessivamente. Deste modo, as distincias de Aquilez
a0 seu- ponto de partida vio sendo as seguintes (expressas em melros) :

0; 10; 11; 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111 ; 11,11111 ;...

Ao mesmo tempo, as diatdncias da tartaruge ao ponto de partida de Aquiles
wvio zendo:

10: 11; 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111 ; -11,11111; 151111115 ...
Ovra, ambas estaa sucessdes t8m por limite o mesmo miemero:

1
111111 .., = 11 9

Agsim, para oleangar a tartaruga, Aquiles deverd ppercorrer 11 metios
e 1/9 do metro— o que, de resto, se podia ver directamente, resolvendo a
equagdo = = 10(x— 10), que tradus algidricamente o problema.

. Afinal, o vicio de raciocinio que se infrodusia no paradoxo de ZENAO
consistia em admilir, inconscieniemente, que os espagos parciais 10m, Im,
1dm, 1em, ete., seriam todos percorridos por Aquiles em tempos iguaiz ¢,
portanto, cada ve: mais lentamente — o que nao sucede, com certeza, se o
movimento for sensivelmente uniforme, Assim, por exemplo, se Aquiles
caminhar & vazdo de 1 melro por segundo, ao fim de 11 segundoz ¢ 1/9
do segundo estard precizamente no ponto em que deve encontrar a tartaruga.

B preciso ndo esquecer que estamog a raciocinar com esqQuUEmas
abstractos de espago e tempo, que sdo apenas simplificagées da realidade.

Figura 19: [1], p. 184.
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NOTAS HISTORICAS

1. Noticias biogrificas (') — A) ISaaC NEWTON nasceu na eldein de
Woolsthorpe, Inglaterra, no dia de Natal de 1042 (ano da morte de GALI-
LEU). Seu pai, modesto agricultor,
tinha falecido poucas semanns antes.
Crianga débil ¢ meditativa, o pequeno
IsAAC ndo participava nas brinea-
deiras dog rapazes da mesma idade,
fnventando ele préprio as suag dis-
tracgdes, tais como rodag hidréulicas,
moinhos que moiam trigo, relégios
de madeira que funcionavam, ele.
Na escola, mantinha-ze retraido,
abstracto, chegando a ser o WWltimo
da clagse; até que wn dia, tendo
vencido em luta wm colega que o
agredira brutalmente, 2¢ enchew de
brio ¢ quis mostrar que também
podia ser bowm aluno, A partir desse
momenlo, asg suas possibilidades inte-
lectuais comecaram a chamar a alen-
¢do dos professores e da familia. i

Aog 19 anos ingressa na Uni-
veraidade de Cambridge, Segundp se
contae, eslava enlde para despozar
uma sua linda conferrdnea. Mas e« auséneia ¢ os estudos devem té-lo
afastado do zew vomance: ela casou, ele ficow solteiro. Em Cambridge,
NEWTON sgeguiu, com entusiasmo crescénte, o curio de BARROW, malemdético
wnsigne, que expunha o sew proprio método para determinagdo de tangentes e
cdleulo de dreas, (Era este, em germe, o cdleulo infinitesimal, De BARROW
ge viria a dizer que foi a cestrela da manhd, anunciando o nascimento do
Sols). O professor em breve se apercebeu do valor do discipulo, Mas, no
destino deste, um facto imprevisto veio |pesar ainda de modo decisivo.

Em 1664-66 grassa em Inglaterra uma paveresa epidemia de peste
bubdnica. A Universidade fecha ¢ NEWTON regressa a sua aldeia. Aqui,

A e

& /
(G5 0l ) | @zlzwf/x C e it

(") Para mais pormenores, ver por vxemplo BELL, Leés grands mathé-
maticiens (trad.), Payot, Paris.

Figura 20: [1], p. 257.
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no remanso da vida campestre, a erinnga sonhadora o tfmida de outrora
afirma a sua verdadeira noatureza: wma espantosa capacidade de eoncentra.
glo, a par duma intuigdo genial, Em menos de dois anos, invenfa o métods
das fluxdes (om seja o chleulo infinjtesimal), descobre a lei da atracciio uni-
wversal, efectua a andlise e a sintese da luz branca, em edperiéncias com
prismas comprados numa feira, ¢ concebe um movo fipo de telesebpio,

NEWTON ¢ LmIBNIZ (ver Nota seguinte) edo hoje considerados os
fundadores do cdleulo infinitesimal, Seria no entanto erro grave pemsar
que o cdleulo infinitesimal é obra exclusiva de doiz homens isoladoe.
E, pelo contrdrio, o reswltado duma longa evolugdo, que comega na Anti.
guidade com EUDOX0 ¢ ARQUIMEDES (para ndo cifar outros) e prossegue, na
Idade Moderna, com KEPLER, GALILEU, CAVALIERI, FERMAT, Pascar,
BARROW ¢ outros mais (ver Nortas HISTORICAS anteriores). Todavia, o
nove cileulo s6 se define claramente como corpo de doutrinag, por obra ds
NEWTON ¢ de LEieNizZ, comsiderudos por isso o2 seus eriadores,

Tem especial interesse observar como se chegou d lei da atracedo
universal, Um astrénomo dinamarqués, Tycuo Brau (1546-1601), tinha
registado as suae observagies mum catldlogo de estrelas, que indicava a
posigdo dos planelas no decurso de vdrios anoa. Um seu jovem assistente,
KePLER (1571-1630), influenciado pelo pitagoriemo, comvenceu-se de que
tais nidmeros encerravam, numa oculta harmonia, a chave do universo;
assim, ao termo de 22 anoz de cdlewlos pacientissimos, descobriv as célebres
leis, que tém hoje o sew nome, aobre o movimento dos planetas, Finalmente,
NewToN, aplicando o cdleulo diferenclal (*) a estas leis, eonclui que toda
a particula material atral qualquer outra com uma for¢a directamente pro-
porcional #s massas de ambas e inversamente proporcional ao quadrado
da distincia que as separa (LEI DA ATRACGAO UNIVERsAL), E, aplicando
o cdlculo integral, deduz desta lei o movimento dos Pplanctas e dos aeus
saiélites, a érbifa dos comefas, o feoria exactn das mards, ete.— enfim,
todo o eistema de relojoaria do mundo eceleste. ‘

Um dos éxitos mais clamorosog da teovia de NEWTON ocorrew um
séeulo apés a sua morte. Tendo os asirénomos observado que o plansia
Urano parecia afastar-ge da lei de NBWTON, ndo hesitaram em atribwir esse
desvio & atrac¢do exercida por um planeta ainda desconkecido. O matemd-
tico francés LBVERRIER conseguin calewlar a poszicdo do hipotético planetn
segundo a lei de NEWTON, ¢ comunicon os rézultados ao astrénomo alemdo

(") Ver mais adiante, nesta Nora, cdleulo diferencial e célculo
integral.

Figura 21: [1], p. 258.
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GaLLe. Logo que recebew a contunicagio, GALLE, na noite de 23 de Sefem-
bro de 1841, dirigin o telescépio pare o ponto indicado pelos cdleulos ¢ ali
encontrou, efectivamente, um movo planeia! A este se deu o mome da
Nepiuno,

E hoje, que o mundo assiste, empolgado, com emocdo erescente, aog
progressos inauditos da astrondution, & presente, mais do que nunca, o génio
de NEWTON, que possibiliton, & distdneie de séeulos, as viagens das naves
espaciais, com rolag precslabelecidas, de acordo com a lei da gravitagdo ¢
por meto do cdalewlo infinitesimall

Mas continvemos o perfil biogrdfico de ISAAC NEWTON,

Apds aquele zeu fecundissimo retivo na aldeia, NEWTON rétomon os
estudoz ¢, apenas com 26 anos, por vontade exdpressa de BARROW, suceden
a este no lugar da professor de matemdtica. Az aulas abzorviam-lhe bem
pouco tempo, o que e pernitiv continuar, com afinco, as suas porteniosus
investigagdes. Mas 36 em 1684, a instancias de seu amigo HALLEY (célebre
agtrénomo, eujo nome foi dado a um cometa), se decidiv a redigir as suas
descobertas numa obra monumentel, Philosophiae Nataralis Principia
Mathematica (Prinecipios Matemdticos da Filosofia Natural), publicada
em 1687. Ora, e 16584, jé LEIBNIZ tinha publicado wma obra em que
exippunhe a sua invengdo do edleulo infinitesimal, (Nagquela época, a difusdio
dog livros ¢ das ideins era muito maiz lenta do que hoje). Daqui naseex,
passados anos, uma longa, estéril e azeda discussdo, entre os doiz grandes
mafemdiicos, gobre a prioridade da descoberta, diseussdo esta acirrada
pelos partiddrios de um ¢ do ouiro, Até os espiritos mais elevados sio
susceptiveiz de fraquezas!

O prestigio de NEWTON erescew enormemente, em sua vida ¢ depois
da sua morie, chegando a entravar o progrezso da matemdtica em Ingla-
terra; NEWTON era considerade perfeito, inigualdvel, quase um deus, ¢ os
geus compatriotas ndo admitiam que outros matemdaticos, immcluindo LEIBNIZ,
o pudezsem ulirapazsar em algum ponto.

Pezsoalmente, NEWTON era humano ¢ modesto. B-lhe atribuida esta
frase: «Se consegui ver maks Jonge do que outros, foi porqus me ergui sobre
os ombros de gigantess (KEPLER, GALILEU, ete.). Mas NEWTON foi o
gigante que pesou o Sol, @ Terra, a Lua ¢ oulros planetas. Quando lhe
perguntavam como conseguia faser tdo extraordindrias descobertas, res-
pondia: «Nocta dieque incubandos (Pensando no assunlo noilg e dia),
Nog perfodos de maior actividade, esquecia-se de comer ¢ de dormir, che-

Figura 22: [1], p. 259.
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gando o adotcer, NEWTON falecew aog 85 anos e jaz na Abedia de
Westminster, o que represenfa a meis alla consagragdo prestada Ipelo
povo inglés a uma figura da sua histéria.

B) GoOrrFRIED WILHELM LEIBNIZ nascew em Leipzig, Alemanha, a
1 de Junho de 1646. A sua tnfdneia decorren mum ambiente de apurade
cultura, O pai, professor de moral, morrex ainda novo, deizando-lhe uma
boa biblioteca ¢ a paizdo dos livros,

Ingresson aos 15 anos na Universidads de Leipzig, como estudante
de Direito. Mas, nas horaz vagas, lin com avidez obras filosdficas e
cientificas, principalmente de KE-
PLER, GALILEU ¢ DESCARTES, que
despertaram nele o enfusiasmo Ppela
matemdtica, Doutorow-se em Di-
reito aoz 20 anos €, passado um
ano, entrou ao servigo do Eleitor
de Moginecia como diplomata, o
que lhe permitiv viajar e relacio-
nar-se com os melhores esplritos da
época.

Em 1672 foi a Parig com a
migsdo de comvencer Luis XIV o
tnvadir o Egipto, em vez de atacar
a Alemanha. (A resposta, polida,
do Rei-Sol, foi lembrar-the que jd
tinha passado o tempo dag Cruza-
daz), LEIBNIZ demora-ge entdo qua-
fro anos em Paris, o lprimeire céniro
intelectual daguela- époea. Al en-
eontra HUYGHENS, oflebre flzico ma-
temdtico holandés, autor da teorin
do relégio ¢ da teoria ondulatiria da
luz; dele recebe ligies de matemdtica, Deslumbrado com a poténcia do
método matemdtico, LEIBNIZ acaba, ele préprio, por inventar o edleulo
infinitesimal, ignorando o que NEWTON tinka eserito, mas ndo publicado,
sobre o mesmo assunto. Daqui as deplordveis confrovérsias a que ji fize-
mos referéncia e que envenenaram tanto @ vida de LEIBNIZ como a de
NEWTON, .

LEIBNIZ foi um espirito genial, que manifestou a sua poténcia e ori-
ginalidade mos mais diversos dominios: wmatemdiica, ligica, - filosofia,
direito, politica, religido, histéria, literatura, efc. Enquanto NEWTON € o

Figura 23: [1], p. 260.
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matemdtico-fésico, virado para a ndafureza, LEIBNIZ é o matemdiico-filé-
gofo, lpreocupado com os problemas do espirito. A sua formagdo aristotélica
leva-o @ eonceber um projecto grandioso aos 20 anos: mum ensaio escolar,
propic-se eriar um métods pelo qual tode o pemsamento seja reduzido o
uma espéeie de cdleulo algébrico, a que daré o nome de «Characteristica
Univerealis» (de xearacteres», stmbolos algébricos). Agsim, duas pessoas,
em ves de discutivem com vds palavrag wm assunto qualquer, imitar-ge-iam
o fazer edlewlos, para saber qual teria razdo, Havia certamenic exagero,
talvez propositado, meste [projecto, que o acompanhow toda o vida: o pen-
samento ¢ muilo mais do que simples cdlewls. Mas a verdade é que o sonho
de LEIBNIZ veio o realizar-se em parte, dois séculos depois, na logica mate-
mitica ox l6gica simbolica, que tem hoje importincia Jundamental em
matemdticn, nasim como em filosofia,

Uma das aplicagées que LBIBNIZ fez do seu método légico foi a
invengdo da primeira mdquina de multiplicar, dividir e extrair rafzes.
(Note-se, de passagem, que as modernas éalewladoras electromivas fazem
largo emprego da légica simbélica).

Leiexiz faleceu aog 70 anos e foi sepultado numa obscura camipa, em
Hanover, esquecido pelos grandes ¢ poderosos, a quem toda a vida serviv,
queimando ingliviamente grande parie das suas preciosas energias.

II. Cileulo diferencial e cdlenlo integral — A andlise infinitesimal
compreende dois ramos principais: o célculo diferencial e o ciiculo inte-
gral. O primeiro dezenvolve, com diversas varianies, o tema das derivadas,
O adjectivo «diferencials tem a seguinte origem: & derivada duma varid-
vel y em relagdo a outre varidvel X — que ge define hoje como limite da
razdo incremental Ay/A x — era concebida por L¥aBNiz, como se fosae,
ela préjpria, uma razdo.

dy

— -

em que dx representa o acréscimo infinitésimo de x (chamado djfercn-
cial de z) e dy represenla, d parte um termo desprezdvel, o acréscimo
correspondente de y (chamado diferencial de y). Parecg pois que LEIBNIZ
considerava aqui os diferénciais estiticamente, isto é, como infinitésimos
actuais e ndo como variGveis tendentes para zero. Seja eomo for, a verdade
& que o conceito de diferencial pode, mais tarde, ser definido de modo
correcto, ¢ a notagip de LEIBNIZ para designar derivadas ainda hoje €
correntemente usada, sendo por vezes mais comoda e sugestiva do que as
outras afrds indicadas.

Figura 24: [1], p. 261.
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Tanto LEIBNIZ como NEWTON tiveram dificuldade em achar g regra
do produte, presumindo que a derivada do produte fosse o produte das
derivadas dos factores. Pela sua parte, LEIBNIZ deduziu para os diferen-
ciaiz a formula d(uv) =udv4vdu, ¢ dagui a regra de derivagdo do
produto,

Mas foi NEWTON quem mais se aproximou da fundamentagdo rigorosa
do cdleuls, insistindo na necessidade de considerar as derivadas como
limites de razées ¢ nio como razdes de infinitésimos actuais, Ag fungies
chamava fluentes ¢ ag derivadas, fluxdes, assimilands, intuitivamente,
todo o fenémeno, a um fiuir ng tempo,

O cdlenlo integral trata de uma operagdo, chamada integragio, que,
de certo wmodo, funciona como inversa da derivagdo, Suponhames, por
exemplo, que se conhece a velocidade dum mébvel como funcdo do tempo
v=1(); e que se procura determinar o espago percorrido pelo mével
como fungio do tempo: g — F(%). Trata-se pois, em suma, de achar uma
fungio F(t) cuja derivada e2ja f(t), visto que a velocidade é a derivada
de 3 em relagio a t, isto é:

Y- -:.-:' on seja  £(t) = F'(2)

Para determinar uma tal fungdo F(t) (chamada funclio primitiva
ou fancdo integral da primeira, assim como eata é chamada fungfio derivada
da segunda) é-se levado a pensar do seguinte modo, Entre dois instantes
infinitamente proximos ¢ ¢ t4-dt g velocidade é oomstante; emtdo,
rdpresentando por ds o espago infinitdsimo percorrido entre ecsses dois
instantes, serd

ds=vdt ou ainda ds = f(1y &

Por conseguinte, o espago percorride pelo mébvel entre dois instantez a ¢ b
quaisquer serd, por assim dizer, a <somas de todos oz espagos elementares
vdt, quando t varia desds a até b. Ora esta csomar & representada
pela notagdo

b

3
fv dt ou ainda por ft(t) d¢

¢ denominada integral de 1(t) entre a ¢ b, O sinal [+ deformacdo de S
(inicial de soma) foi introdusido por LEIBNIZ, Foi porém NEWTON, ao que
parece, o primeiro a observar que o integral ndo deve ser comeebido como

Figura 25: [1], p. 262.
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soma duma infinidade de infinitdeimos, mas sim como limite de somas
finitae de quantidades que tendem \para zero, Mais precisamente, se divi-
dirmos o intervalo [a, b] num ndmero finito, n, de intervelos de com-
primento At e tomarmos um valor t, em cada wn deles, o integral
de f(t) entre a ¢ b deverd ser o limite da soma

f(t) at 4 f(t) at 4 -+ + f(ka) A%,
quando At=»>0 (o seja, quando n—» 2,

Poderiamos dizer, em resumo, que o cileulo diferencial se aplica d
anilise doz fenémenos, engquanto o edleulo integral ze refere d sintese, isto 6,
d reconstituicdo dos fendmenos, na sua inbegridade.

11I. O paradoxo da seta e o concelto de derivada — O paradoxo da
seta (ver Norvas Historicas do Cap, IV) resolve-ge emn matemdtica do
seguinte modo: O estado de movimento de um corpo num determinado
inslante traduz-ze, ndo pele mudanga de lugar, que seria imposaivel num
86 instante, masg sim pela velocidade de que esfd animado o corpo nesse
instante. A séta a6 estaria imovel em cada tnstante, se a velocidade fosse
sempre nula, ¢ s6 entdo, de facto, é que ndo haveria movimento.

Assim, € o conceito de limite, sob as vestes do coneeito de dervivada,
que vem resolver, do ponto dv vista mabemitico, mais este paredoxo de
ZeNio,

Figura 26: [1], p. 263.
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Resumo:  FEste artigo apresenta um conjunto de atividades prdticas
desenvolvidas em Educagdo Pré-escolar e no 1.2 Ciclo do Ensino Bdsico (CEB),
durante o periodo de Prdtica de Ensino Supervisionada (PES), em Educa¢do
Pré-Escolar e no 1° Ciclo do Ensino Bdsico (CEB). Estas atividades foram
implementadas com o intuito de trabalhar conteidos matemdticos de uma forma
recreativa, envolvendo o jogo como recurso principal e trabalhando competéncias
como o desenvolvimento pessoal e a autonomia, o relacionamento interpessoal, o
raciocinio e a resolugdo de problemas, dimensées que o Perfil do Aluno a Saida
da Escolaridade Obrigatdria [4] explicita.

Palavras-chave: matematica recreativa, competéncias, jogo, educagao
pré-escolar, 1.2 ciclo do ensino bésico.

Introducao

De acordo com a Organizagao das Nagoes Unidas para Educagao, Ciéncia e
Cultura [12], “O mundo estd em mudanca — a educacao também precisa mudar.
Em todo o planeta, as sociedades sofrem profundas transformagoes e isso exige
novas formas educacionais que promovam as competéncias necessarias para
sociedades e economias, agora e no futuro” (p.15). Por essa razido se considera
que o pensamento de Pestallozi, citado por Reachers ([11], p.46) — “O professor
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deve ser como um jardineiro, providenciar as melhores condigoes externas para
que as plantas sigam seu desenvolvimento natural. Afinal, a semente traz em
si o projeto da arvore toda.” — tem um significado puro do que deve ser um
professor e qual deverd ser a sua tarefa no ambito da docéncia.

Esta intervencao surgiu como resultado de observacoes efetuadas em contexto
de estdgio (educagao pré-escolar e 1.2 CEB), ambos concretizados na mesma
instituicdo cooperante. Assim, partindo-se dessa observacao e da analise das
atividades implementadas e observadas, sentiu-se que existia a necessidade de
realizar atividades que ajudassem a desenvolver competéncias como as que estao
descritas em [4] e direcionadas para o dominio da matemadtica.

Neste enquadramento, surgiu a questao orientadora que norteou todo o trabalho
desenvolvido e que foi a seguinte: Que atividades matemaéticas realizar para
desenvolver nos alunos competéncias procedimentais e atitudinais? Face a
notodria necessidade de modificar as préaticas letivas neste dominio, relatos de
praticas pedagdgico-didaticas como as que aqui se expoem podem ajudar os
professores a implementarem praticas mais apelativas e mais adequadas
e corretas, conducentes a aprendizagens mais significativas.

I — Enquadramento tedrico

1.1. O ensino-aprendizagem focalizado no desenvolvimento
de competéncias

Uma das grandes dificuldades dos alunos é conseguir aplicar o que aprendem, ou
seja, a teoria na pratica. Os contetdos abordados nas diversas disciplinas, por
vezes, nao ficam completamente esclarecidos e consolidados, pelo que o ensino
deveria ser direcionado para que os alunos consigam adquirir as competéncias
essenciais que englobam as capacidades, as atitudes e os conhecimentos ([13],
p-130). Os mesmos autores defendem ainda que “(...) o conceito de
competéncia pode ser entendido como uma negacao dos contetidos tradicionais”
(p-12). Nesta linha de pensamento, Cury (2019) utiliza como exemplo uma
comparacao com a educacdo repetitiva, dizendo que: “A memoria ndo é um
banco de dados, nem a nossa capacidade de pensar é uma méaquina de repetir
informacoes”, pelo contrario, “A memoria humana é um canteiro de informacoes
e experiéncias para que cada um de nés produza um fantdstico mundo de ideias”
(p.71). Corroborando, ainda, em [13]), “ensinar competéncias implica utilizar
formas de ensino consistentes para responder a situacoes, conflitos e problemas
relacionados a vida real, e um complexo processo de construcao pessoal que
utilize exercicios de progressiva dificuldade e ajuda eventual, respeitando as
caracteristicas de cada aluno” (p.13).

Como enunciam estes especialistas, as competéncias e o conhecimento nao sao
conceitos incompativeis, pelo contrario, é possivel e existe uma inter-relagao
entre eles. Em [2], os autores exemplificam essa relacao salientando que “(...)
o conhecimento e as competéncias nao estao em desacordo. Sao antes duas faces
de uma mesma moeda e, as vezes, até mais do que isso” (p.19). Dessa forma,
é exequivel falar num ensino focalizado no desenvolvimento de competéncias, tal
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como, descrevem os autores referindo que “um curriculo com base em
competéncias representa a formacao em aprendizagens que tém como
caracteristica fundamental a capacidade de serem aplicadas em contextos reais.
O essencial das competéncias € seu carater funcional diante de qualquer situagao
nova ou conhecida” (p.12).

No contexto escolar as competéncias devem ser focalizadas e distanciam-se
das aprendizagens “tradicionais”. Devem ser utilizados métodos de ensino
consistentes de forma a criar estratégias para uma aprendizagem abrangente.
A este respeito, em [2], os autores defendem que “(...) o desenvolvimento
de competéncias exige mais conhecimentos e valoriza mais o saber, o trabalho
desenvolvido é mais exigente e hd um caminho mais dificil a percorrer quando
se trabalham conhecimentos e competéncias de forma interdependente” (p.52).
Deste modo, salienta-se que as competéncias devem centrar-se nos campos
do ser, saber fazer e do saber e para isso “a escola deve formar em todas
as competéncias imprescindiveis para o desenvolvimento pessoal, interpessoal,
social e profissional, superando a funcgdo propedéutica e seletiva do ensino
tradicional” ([13], p.24). Transpondo as competéncias para as implicagoes
praticas, no referencial curricular [4] referem que “Trata-se de encontrar a
melhor forma e os recursos mais eficazes para todos os alunos aprenderem, isto
é, para que se produza uma apropriacao efetiva dos conhecimentos, capacidades
e atitudes que se trabalharam, em conjunto e individualmente, e que permitem
desenvolver as competéncias previstas no Perfil dos Alunos ao longo da
escolaridade obrigatéria” (p. 32).

Tal como defendem em [2], “(...) a missdo de um professor de matemética nao
¢ ensinar matemadtica, ¢ formar um aluno através da matematica” (p.10).

1.2. A Matematica Recreativa

Segundo o diciondrio online Infopédia (Porto Editora), a palavra recreativo(a)
é um adjetivo que significa divertir ou entreter como sendo algo lidico. O que
se pretende com este topico é realmente isso, frisar a importancia de trabalhar
conceitos matematicos de uma forma aprazivel e com sentido. Existem diversas
estratégias e métodos que se podem utilizar numa abordagem simples, mas com
conteudos matematicos. Um exemplo é o jogo que favorece e envolve a crianca
na resolugao de problemas, bem como, no desenvolvimento do seu raciocinio.
Lopes et al (1990), citado por [8], expde algumas vantagens que o jogo evidéncia
no ensino da Matematica (p.84):

- Os jogos podem permitir uma abordagem informal e intuitiva de conceitos
matematicos considerados, em determinado momento, demasiado
abstratos;

- Os jogos permitem que o ritmo de cada aluno seja respeitado mais
naturalmente;

- Os jogos podem contribuir para que o aluno encare o erro de uma forma
mais positiva e natural;
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- Os jogos permitem que os alunos sintam que podem ter sucesso;

- Os jogos favorecem naturalmente a interacao entre os alunos.

De facto, a parte lidica representa uma ferramenta/método de ensino que os
educadores/professores podem adotar para que os alunos aprendam de uma
forma positiva. O professor deverd ser capaz de arranjar estratégias, utilizar
jogos que produzam conhecimento para que os alunos sejam estimulados e assim
assimilem os conteidos propostos. As atividades lidicas vao contribuir para
um melhor ambiente em sala, tanto para o professor como para a crianca. As
aulas tornam-se prazerosas, o que desmitifica a ideia de que a matematica é
complicada e dificil de aplicar e de relacionar com o quotidiano.

Sendo os jogos um bom recurso pedagodgico, o sentimento de frustragao e os
pensamentos negativos em relagdo a matemdtica serao atenuados porque o
brincar com os jogos deixa os alunos livres de preconceitos obtendo o prazer
educativo. Existem as seguintes vantagens no jogo pedagégico ([7], p.37):

- Permite aprendizagem nos dominios cognitivos, afetivos e psicomotores;

- Desenvolvimento de capacidade de argumentagao, tomada de decisao,
raciocinio e iniciativa;

- Permite partilhar conhecimentos, experiéncias e vivéncias;
- Amplia o auto e hétero-conhecimento;
- Possibilita a mudanga de comportamentos e atitudes.

Assim sendo, as competéncias podem ser adquiridas através do jogo matematico
em que o aluno consegue simultaneamente trabalhar varios dominios, como o
refere o autor, a nivel psicomotor, afetivo e cognitivo. Para que se consiga
desenvolver competéncias através do jogo, €é mnecessario definir objetivos
previamente, tanto a nivel pedagdgico e como forma de ir ao encontro do
documento [4]. Por vezes, existem competéncias trabalhadas, mas néo é notério
para quem realiza o jogo, e dessa forma o autor aconselha a que apds o jogo
seja feita uma andlise em conjunto com os alunos e que se reflita sobre o que
aconteceu e, eventualmente, alterar comportamentos/atitudes face ao que foi
feito e aprendido ([7], p.35). Para Piaget, citado por [1], p.83, o jogo é um
recurso “(...) tdo poderoso para a aprendizagem das criangas que em todo
lugar onde se consegue transformar em jogo a iniciagao a leitura, ao calculo ou
a ortografia, observa-se que as criangas se apaixonam por essas ocupagoes (... )”.

Em sintese, saliente-se que o ensino da matematica deve ser valorizado e o
educador/professor deve sentir-se confortdvel na sua abordagem, devendo
promover o uso de materiais lidicos e manipulaveis para promover a
experimentacao e a aprendizagem. Assim, como enunciado em [9], p.16), “Os
alunos devem ter oportunidades para realizar experiéncias que lhes permitam
explorar, visualizar, desenhar e comparar objetos do dia a dia e outros materiais
concretos”.
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IT — Objetivos

Centrado na area da matemadtica, mais especificamente, no desenvolvimento
de competéncias que constam do [4], tais como o desenvolvimento pessoal e a
autonomia, o relacionamento interpessoal, o raciocinio e a resolugao de
problemas, dimensdes que o Perfil do Aluno a Saida da Escolaridade Obrigatoria
explicita, este artigo pretende dar a conhecer um conjunto de atividades praticas,
realizadas em contexto de estagio, concretamente, em educagao pré-escolar e no
1.2 CEB, evidenciando o seu contributo no desenvolvimento dessas competéncias,
relevantes no dia-a-dia e na tomada de decisoes.

IIT — Metodologia

Este projeto de intervengao envolveu um grupo de criancas de educagao
Pré-escolar (sala dos trés anos), constituido por 20 criancas e um grupo de alunos
do 1.2 CEB (1.2 ano de escolaridade) constituido por 25 alunos. As atividades
planificadas versavam conteidos programaticos que seriam lecionados com os
alunos das turmas de estégio.

Em Educagao Pré-escolar o projeto de intervencao foi intitulado de “Brincar +
Aprender + Jogar = Matemdtica (r)” onde se exploraram diferentes componentes
do Dominio da Matematica. Ainda que tenham sido contabilizadas 16 atividades
desenvolvidas com as criancas, neste artigo somente serao apresentadas cinco,
dada a limitacao em termos de espago. Em cada uma das atividades é descrita
a componente trabalhada, a aprendizagem realizada e as dreas de competéncias
que se pretenderam desenvolver (Tabela 1).

A avaliacao do projeto de intervencao foi realizada ao longo das atividades que se
foram implementando. Foram construidos materiais apelativos e resistentes que
foram propulsionadores de aprendizagens significativas. O grande foco, visto
a idade do grupo, foi desde sempre a motivagao da crianga para a realizagao
das atividades propostas e trabalhar as quatro componentes do dominio da
matematica. O que inicialmente foi detetado na observacao como um problema,
este projeto conseguiu alcancar e trabalhar o dominio de uma forma divertida
onde os contetidos estavam presentes nas atividades.

O projeto de intervencao do 1.2 CEB intitulou-se de “A Matemética Recreativa”
e com ele promoveram-se aprendizagens que sao basilares em todo o percurso
estudantil (Tabela 2). Foram implementadas 11 atividades, cinco das quais
serao retratadas na secao a seguir.

Durante a implementagao do projeto de intervencao, em todas as atividades,
no final da sua realizacao, foi pedido a cada aluno para avaliarem a atividade.
Como o estdgio foi realizado com uma turma de 1.2 ano, essa autoavaliagao
foi realizada de uma forma livre, podendo os alunos utilizar o desenho ou
expressar-se através da escrita, apesar de ainda existir uma dificuldade nesse
sentido pela generalidade dos alunos. Tabela 3 apresentam-se trés exemplos de
atividades avaliadas por parte dos alunos participantes.
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Tabela 1: Atividades implementadas em Educagao Pré-escolar.

Atividades

Contetdos

Aprendizagens

Areas de
Competéncias

“Seméforo dos

Organizagao e

Ordenar conjuntos

Pensamento critico

Nogdes topoldgicas

Alimentos” tratamento de dados

“Pictograma da Organizagao e Formar conjuntos de acordo com | Informacaoe

alimentacao” tratamento de dados | um critério comunicagao

“Puzzle dos Numeros Cores Raciocinio e resolugao

nimeros” Nogao de ntimero de problemas

“Blocos légicos” Geometria Formas geométricas planas: circulo;] Raciocinio e resolugao
quadrado retangulo; triangulo de problemas

“Jogo dos ovos Nuimeros Dimensoes: grande/pequeno Raciocinio e resolugao

coloridos” de problemas

Histoéria Geometria Identificar formas geométricas: Linguagens e textos

“A melhor forma” nova forma hexdgono

Expressao plastica | Geometria Identificar formas geométricas Sensibilidade estética e

“As formas” artistica

“Puzzle das Geometria Identificar formas geométricas Raciocinio e resolugao

formas” de problemas

“Os legos e a Geometria Orientagao espacial Raciocinio e resolucao

Matematica” de problemas

“Pintar a sequéncia | Geometria Visualizagao espacial Sensibilidade estética e

dos legos” artistica

“Jogo das posicoes” | Geometria Orientagao espacial Informagao e

Comunicagao

“As sequencias”

Histéria Interesse e Nogao de ntimero Linguagens e textos
“Todos no sofd” curiosidade

Atividade de Geometria Orientagao espacial Raciocinio e resolugao
sequéncias de problemas

Expressao plastica | Geometria Visualizagao espacial Sensibilidade estética e

artistica

“A nossa altura”

Medida; Organizacao

Alto/baixo

Informacao e

e tratamento de dados| Interpretar dados comunicagao
“Bingo dos animais | Ntmeros Contagem dos objetos Relacionamento
e dos nimeros” Saber o nome dos niimeros interpessoal

Tabela 2: Atividades implementadas em Educagao Pré-escolar.

langamento dos avioes”

Org. e tratamento de dados

Atividades Contetddos Aprendizagens Areas de
Competéncias
“Mosaicos de adiges e | Nimeros e operagoes Adigoes e subtragoes Desenvolvimento
subtragoes” pessoal e Autonomial
“Graficos de animais” | Organizacao e tratamento | Representacgao e Relacionamento
de dados interpretacao de dados interpessoall
“Construgao e Geometria e  medida | Unidades de medida Desenvolvimento

pessoal e Autonomial

“Escrita criativa” Ntmeros Ntmeros Pensamento critico e
criativol
“Dramatizagao” Numeros Numeros Pensamento critico e
criativol
“Desenhar com Numeros e operagoes Numeragao decimal até | Desenvolvimento
nimeros” 100 pessoal e Autonomial
“Bingo das dezenas e | Numeros e operagoes Numeragao decimal até | Desenvolvimento
unidades” 100 pessoal e Autonomial
“Iniciagdo ao tema do | Geometria e medida Dinheiro Desenvolvimento
dinheiro” pessoal e Autonomial
“Compra e venda” Geometria e medida Dinheiro Desenvolvimento
pessoal e Autonomial
“Peddy-Papper” Nimeros e operagoes Numeragao decimal até | Relacionamento
100 interpessoal
“Kahoot” Transversal Transversal Relacionamento
interpessoal
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Tabela 3: Opiniao dos alunos sobre trés das atividades implementadas no
projeto.
Atividade OpiniGes dos alunos (alguns exemplos)

10
M
“Mosaicos ! SR
de adi(;()es € | Desenha no emoi o que achaste da atividade. W W \s,gﬁjj‘:(’\ﬂ -
subtracoes” ‘ Ao s

sl

“Construgao e o
langamento dos
avioes”

“Compra e
venda”
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IV — A Intervencao

4.1 Brincar + Aprender + Jogar = Matemdtica (T)
(Projeto Educagao Pré-escolar)

Atividade 1 — “Seméaforo dos Alimentos”

Inicialmente foi construido um seméaforo por partes, primeiro as circunferéncias
com as respetivas cores (Verde, Amarelo, Vermelho), depois a parte do poste.

A temética foi iniciada com a pergunta do que achavam que as pegas formariam e
com o que se parecia. Posteriormente questionei as cores e o que elas
representavam, associando nesse momento a atividade a uma tabela com as
referidas cores e transpondo assim para os alimentos.

Com as imagens ja cortadas e com a tabela ja construida, as criancas tinham de
colocar os alimentos na coluna correspondente a regularidade em que se pode
comer esse alimento, de acordo com o seguinte esquema de cores:

- Vermelho — Parar, cuidado com o que comes
- Amarelo — Prudéncia, apenas algumas vezes
- Verde — Avanga, pode-se comer diariamente

Depois de preenchida a tabela foi afixada na sala (Figura 1) para relembrar a
semana da alimentagao.

Figura 1: Seméforo da Alimentacgao.
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Atividade 3 — “O Puzzle dos Numeros”

A atividade consistiu na construgao prévia de em um puzzle em tecido, com
numeros e cores associando também formas especificas de encaixes entre as
pecas (Figura 2).

Para a realizagdo do jogo, inicialmente as pegas foram colocadas viradas ao
contrario e dessa forma s6 eram visiveis as cores e as formas do encaixe das pecas.
Posteriormente uma crianga de cada vez teve de encontrar o par correspondente
a uma peca que tenha selecionado e tinha que responder a algumas questoes: A
tua peca é de que cor? Que numero estd representado na pega?

No final, montaram-se as pecas todas e ordenaram-se as pecas por ordem crescente.

O Puzzle dos
nameros

2348

Figura 2: (a) Jogo do puzzle dos nimeros. (b) Realizacdo do jogo.

Atividade 7 — Expressao Plastica: “As formas”

Num primeiro momento foram mostradas as cartolinas, as formas pré-cortadas
e foi dada uma breve explicagdo do que se ia fazer. As cartolinas tinham
desenhadas algumas imagens iguais as que estavam presentes no livro, mas com
espagos para eles preencherem.

A atividade foi realizada em pequenos grupos, como se pretendia que eles
estivessem a vontade e de forma auténoma a atividade foi desenvolvida no chao,
no local onde sao realizadas algumas atividades orientadas em grande grupo
(Figura 3).

Figura 3: (a) Colagem das formas. (b) Trabalho finalizado.
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Atividade 8 — “Puzzle das formas”

Trata-se de um jogo com duas imagens principais, a rena e o pai Natal. Essas
imagens sao expostas de diferentes formas sendo que a crianga devera ser capaz
de identificar a mesma forma na rena e no pai natal e depois junta-las (Figura 4).

Figura 4: (a) Inicio do jogo das formas. (b) Jogo completo.

Atividade 11 — “Jogo das posigoes”

A atividade consistiu num langamento do dado e em cada face do mesmo
continha uma imagem com diferentes posigoes (dentro; em cima; em baixo;
ao lado; atrds; a frente). Cada crianca langou o dado e colocou o peluche na
mesma posicao da imagem que saiu, em simultaneo teriam de explicar oralmente
em que posigao se encontrava o peluche (Figura 5).

Figura 5: Jogo das posigoes.
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4.2 A Matemdtica Recreativa (Projeto 1.2 Ciclo do Ensino
Basico)

Atividade 1 — Mosaicos de Adigoes e Subtracgoes

Foi entregue uma folha a cada aluno e o primeiro momento da manha foi todo
ocupado para a realizacdo das contas (Figura 6 (a)), s6 no final de fazerem todos
os calculos é que se verificava se estavam bem e passavam para a tarefa seguinte,
que consistia na pintura de acordo com o resultado das contas (Figura 6 (b)).

Figura 6: (a) Realizagao dos cdlculos. (b) Pintura dos quadrados.

A fase seguinte consistia no recorte da imagem e na colagem da mesma numa
folha de papel colorida, tendo de escrever o nome da fruta como titulo (Figura 7).

(ot (o o |

= '»-{‘w ot [orp e 10 s L oo Ty |

Figura 7: (a) A melancia. (b) As cerejas.

A parte do recorte exigiu algum cuidado, mas na generalidade todos conseguiram
terminar antes do almoco, tendo sido necessaria a manha toda para a atividade.

Através da atividade foi possivel treinar as somas e as subtragoes de forma
horizontal como menciona nas Aprendizagens Essenciais e como os alunos
aprenderam. Foi notéria a dificuldade que alguns alunos sentiram, por vezes

recorreram a reta numérica para fazer as contas. Foi um bom exercicio para
treinarem e aperfeicoarem essas operacoes.
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Atividade 3 — Construgao de avioes de papel e langamento

Inicialmente fez-se em conjunto a construgao dos avioes de papel como se verifica
na Figura 8.

Figura 8: (a) Dobragem do Avido. (b) Avibes terminados.

Posteriormente realizou-se uma conversa e exploracao de varios instrumentos de
medida, que foram recolhidos na escola. Puderam ver uma régua de um metro,
comparou-se com a régua de centimetros que eles tinham na caixa de material.
Ficaram ainda a conhecer o metro articulado, uma fita extensivel e uma fita de
costureira, falou-se um pouco de cada um e em que diferentes situagoes podem
ser utilizadas.

Seguiu-se 0 momento tao esperado, o langamento dos avides de papel (Fig. 15).
Esse langamento foi realizado com trés alunos de cada vez e depois tinham que
escolher um dos instrumentos de medida e fazer a medigao da varanda até onde
caiu o avido (Figura 9).

No momento da medida foi necessario ajudar individualmente cada aluno, sendo
que, no final eles tinham de escrever a medida numa tabela.

Figura 9: (a) Langamento dos avides. (b) Medicao das distancias.
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No final, todos juntos fizeram um lancamento e elegeram-se trés vencedores para
os avides que conseguiram alcangar a maior distancia. Numa apreciagao geral
os alunos divertiram-se e gostaram da atividade.

Foi uma forma de aperfeicoarem e aplicarem de uma forma pratica os
conhecimentos que ja tinham aprendido sobre as medidas, e assim trabalharam
em simultaneo o desenvolvimento pessoal e a autonomia, uma das competéncias
presentes no PA.

Atividade 7 — Bingo das Dezenas e Unidades

Foi realizada uma conversa inicial sobre o jogo, fez-se a descrigao das regras do
jogo e em que moldes ia ser jogado. Esta atividade foi pensada para colmatar
uma das dificuldades sentidas pelos alunos na identificagao num numero da
dezena e da unidade e dessa forma este jogo serd realizado pensando nessa
problematica.

Os cartoes foram entregues a cada um dos alunos, cada cartdo tinha oito
nimeros, e para assinalar que o numero saiu serd entregue no momento um
botao para os alunos colocarem em cima do cartao nesse respetivo lugar como
se verifica na Figura 10.

Figura 10: (a) Material do Bingo. (b) Botdes a assinalar os nimeros.

Quando era retirado um numero ele era lido da seguinte forma, por exemplo:
uma dezena e duas unidades eles teriam de identificar o ntimero que era 12 e
verificar se o tinham no cartdo. Por vezes, alguns alunos trocavam a dezena
com a unidade e quando se ia entregar o botao percebia-se o erro.

Atividade 8 — Iniciagao ao tema do dinheiro
Os alunos tiveram de selecionar, recortar e colar alguns produtos, mas s6 podiam
gastar dez euros como se pode observar na Figura 11. Trés dos alunos colocaram

mais produtos do que o dinheiro que tinham, sentiram alguma dificuldade nos
produtos que tinham o valor de 0.50 céntimos.
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Figura 11: (a) Recorte dos produtos. (b) Compra final com 10 euros.

Manusearam durante mais algum tempo o dinheiro, estiveram a contar as notas
que tinham e deu-se como terminada a primeira abordagem ao tema do dinheiro,
posteriormente, foi dinamizada outra atividade para a mesma tematica.

Atividade 9 — Compra e venda

Inicialmente foi realizada uma conversa com os alunos sobre a atividade que se ia
realizar. Foi colocada uma mesa (Figura 12 (a)), com vérios objetos etiquetados
com um determinado preco, para os alunos comprarem e venderem. Cada aluno
tinha um porta-moedas (Figura 12 (b)), bem como réplicas de vérias moedas,
material que vinha de apoio com o manual escolar adotado.

Durante a realizacao da atividade, foi necessério dar algum apoio/orientagio no
momento do pagamento e no troco, apesar de grande parte dos alunos pagarem
o valor do produto com dinheiro certo.

Figura 12: (a) Mesa dos produtos. (b) Carteira com o dinheiro.

Jornal das Primeiras Matemdticas, N.© 19, pp. 55-70



SOUSA, FIGUEIROA & PINTO 69

Os alunos ao longo da atividade foram fazendo o registo do dinheiro recebido e
do troco dado numa tabela.

V — Consideracgoes Finais

A sociedade estd em constante mudanga e deve acompanhar-se essas alteragoes
para melhor desempenhar e aperfeicoar a profissao; no que respeita a Educagao
ja se estao a dar alguns passos de melhoria, mas ainda existe um grande percurso
para o sucesso integral das escolas. As escolas também tém acompanhado as
mudangas. Contudo, verifica-se que tem sido de uma forma gradual, ainda é
necessario centrar as metodologias de acordo com os documentos do Ministério
da Educagéo (referenciais curriculares) que se encontram em vigor [4, 5, 6].

Um profissional de educacao devera estar em constante aprendizagem, deverd
aperfeicoar as suas técnicas e metodologias. “O professor deve ser um guia
que permite aos alunos, desde a infancia e ao longo de suas trajetérias de
aprendizagem, se desenvolver e avancar através do labirinto de conhecimentos
em constante expansao” ([12], p.94). De facto, “(...) o desenvolvimento
de competéncias exige mais conhecimento e valoriza mais o saber, o trabalho
desenvolvido é mais exigente e hd um caminho mais dificil a percorrer quando se
trabalham conhecimentos e competéncias de forma interdependente” ([2], p.52).

No caso da matemaética, exigindo a sociedade atual, por parte dos cidadaos,
varios conhecimentos matematicos nas mais diferenciadas situagoes do quotidiano,
melhorar e promover a literacia matematica sao objetivos pertinentes, de modo
a preparar as novas geracoes para uma cidadania informada e uma partigao ativa
na comunidade. O raciocinio 1égico-dedutivo (saber pensar, prever a solucao,
aplicar a imaginacao e a criatividade a novas situagoes, ...) é uma competéncia
importante, nao s6 para quem estuda matemdatica em ambiente escolar, mas
também para a futura vida adulta dos participantes. Nao serd de mais recordar
que conceitos matematicos estao atualmente, direta ou indiretamente, inseridos
no trabalho didrio de praticamente todos os profissionais, pelo que a literacia
matematica é um dos pilares essenciais para uma inclusao plena na sociedade
atual.
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